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Ïðåäèñëîâèå

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ íåñèììåòðè÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì
áîëüøîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûì, ïåðñïåêòèâíûì è èíòåðåñíûì
ðàçäåëîì ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû. Îäíàêî â ðóñ-
ñêîÿçû÷íîé ñïåöèàëèçèðîâàííîé ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå îíè ïðåäñòàâëåíû
î÷åíü ñëàáî. Ïîëíûå îïèñàíèÿ ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ (è äàæå áèñîïðÿ-
æåííûõ) íàïðàâëåíèé â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ äàâíî
(íàïðèìåð, [3, 8]), íî îíè ïîäàþòñÿ ñ èíûõ ìåòîäè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê.
Ïåðåâîäíûå èçäàíèÿ, ïðåòåíäóþùèå íà øèðîòó îõâàòà (íàïðèìåð, [5, 7]),
÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ îáñóæäåíèåì òåìû íà óðîâíå ñðàâíåíèÿ àëãîðèò-
ìîâ. Ïðåêðàñíàÿ ìîíîãðàôèÿ [4], ýíöèêëîïåäè÷íàÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ
ìàòðèö, ïî÷òè íå çàòðàãèâàåò ïðîåêöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Åäèí-
ñòâåííûì ãëóáîêèì îïèñàíèåì ïðîåêöèîííîãî ïîäõîäà íà ðóññêîì ÿçûêå,
ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîä ïåðâîé ÷àñòè ìîíîãðàôèè [6]. Ê íåé ìîæ-
íî äîáàâèòü ïîñîáèå [2], â êîòîðîì èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà áîëåå ïðîñòîì
óðîâíå è ãäå îïóùåíû íåêîòîðûå âàæíûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè.

Äàííàÿ ðàáîòà èìååò ñâîåé öåëüþ ïîëíîå è ïîäðîáíîå îïèñàíèå âû-
âîäà äâóõ íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ (GMRES è BCG).
Ïî ñîäåðæàíèþ îíà ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ïîëîâèíå ëåêöèîííîãî ñïåö-
êóðñà, ÷èòàåìîãî äëÿ èçáðàííûõ ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèÿ Ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà è èíôîðìàòèêà.

Äëÿ îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà òðåáóåòñÿ õîðîøåå âëàäåíèå ëèíåéíîé àë-
ãåáðîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå çíàêîìñòâî ñ êëàññè÷åñêèìè èòåðàöèîí-
íûìè ïðîöåäóðàìè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (ìåòîäàìè ßêîáè, Çåéäåëÿ), à òàêæå
ñ ìåòîäàìè äåêîìïîçèöèè ìàòðèö (LU, QR ðàçëîæåíèÿ). Ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåðèàë ìîæíî íàéòè â [1].
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1. ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÅ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ËÈÍÅÉÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

Ax = b.

Çäåñü A � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, x � ñòîëáåö
íåèçâåñòíûõ, b � ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé; x, b ∈ Rn.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû íåîáõîäèìà è äî-
ñòàòî÷íà äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ÑËÀÓ.

Ïóñòü â Rn çàäàíû ïîäïðîñòðàíñòâà K è L. ×åðåç (x, y) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó: íàéòè x ∈ Rn òàêîé, ÷òî

(Ax, l) = (b, l) ∀l ∈ L. (1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn âåëè÷èíà r = b−Ax íàçûâàåòñÿ íåâÿç-
êîé. Ïåðåíîñÿ â (1) âñå â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå

(r, l) = 0 ∀l ∈ L.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé x ∈ K, äëÿ êîòîðîãî

íåâÿçêà îðòîãîíàëüíà ïîäïðîñòðàíñòâó L. Ýòó çàäà÷ó ïðèíÿòî íàçûâàòü
çàäà÷åé ïðîåêòèðîâàíèÿ íà K îðòîãîíàëüíî L. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà K è L ìîãóò êàê ñîâïàäàòü, òàê è íå ñîâïàäàòü äðóã ñ
äðóãîì.

1.2. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

Îáîçíà÷èì òî÷íîå ðåøåíèå ÑËÀÓ ÷åðåç x. Ïóñòü èçâåñòíî íà÷àëü-
íîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ x0. Âåëè÷èíà δ = x−x0 íàçûâàåòñÿ ïîïðàâ-
êîé. Ïîñêîëüêó

r = b− A(x0 + δ) = (b− Ax0)− Aδ = r0 − Aδ,
ãäå r0 = b− Ax0, óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(r0 − Aδ, l) = 0 ∀l ∈ L. (2)

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà K è L îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè m.
Ïóñòü â K çàäàí ïðîèçâîëüíûé áàçèñ v1, v2, . . . , vm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V
ìàòðèöó, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýòè áàçèñíûå âåêòîðû. Ïóñòü â
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L çàäàí ïðîèçâîëüíûé áàçèñ w1, w2, . . . , wm. ×åðåç W îáîçíà÷èì ìàòðè-
öó, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû wk. Â îáùåì ñëó÷àå
ìàòðèöû V è W ïðÿìîóãîëüíûå è èìåþò n ñòðîê è m ñòîëáöîâ êàæäàÿ.

Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà ïîäïðîñòðàíñòâó L ýêâèâàëåíòíà îðòîãî-
íàëüíîñòè ýòîãî âåêòîðà êàæäîìó âåêòîðó èç áàçèñàW . Ïîýòîìó óñëîâèå
(2) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(r0 − Aδ,wj) = 0, j = 1,m.

Ïîñêîëüêó wj åñòü j-é ñòîëáåö ìàòðèöû W , ïîñëåäíÿÿ ñîâîêóïíîñòü
óñëîâèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî ìàòðè÷íî-âåêòîð-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ

W T (r0 − Aδ) = 0.

Ðàçëîæèì èñêîìóþ ïîïðàâêó δ ∈ K ïî áàçèñó V :

δ = y1v1 + y2v2 + . . .+ ymvm = V y.

Ïîäñòàâëÿÿ δ â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì íîâóþ ÑËÀÓ äëÿ
íàõîæäåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ y ∈ Rm

W TAV y = W Tr0. (3)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòà, îíà ñîäåðæèò m óðàâíåíèé è m
íåèçâåñòíûõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòåé ïîäïðî-
ñòðàíñòâ K è L.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ìîæíî ôîðìàëüíî âûðàçèòü y è ïîëó÷èòü óòî÷-
íåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû

x = x0 + δ = x0 + V y = x0 + V (W TAV )−1W Tr0.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè m < n, òî ïîëó÷åííûé ïî ïîñëåäíåé ôîðìóëå
x íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿòüñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà (3) îïðåäåëÿåò âàæíûå òðåáîâàíèÿ ê âûáîðó
ïîäïðîñòðàíñòâ K, L è áàçèñîâ â íèõ.

à) Ìàòðèöà W TAV äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé è ëåãêî îáðàòèìîé.
á) Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (3) äîëæíî áûòü ñóùåñòâåííî

ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîé ñèñòåìû Ax = b.

Ïðèâåäåì êëàññè÷åñêèé ïðèìåð [6], èëëþñòðèðóþùèé ïåðâîå óñëî-
âèå. Ïóñòü ìàòðèöà

A =

(
O I
I I

)
,

ãäå O è I � íóëåâàÿ è åäòèíè÷íàÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà m. Âûáåðåì ñîâïà-
äàþùèå áàçèñû V èW , ñîñòîÿùèå èõm ïåðâûõ äåêàðòîâûõ îðòîâ. Òîãäà
W TAV = O.
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Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ãàðàíòèðóþ-
ùèõ íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû ìåòîäà.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü
ëèáî (1) A > 0 è K = L,
ëèáî (2) detA 6= 0 è L = AK.

Òîãäà ìàòðèöà B = W TAV íåâûðîæäåííàÿ ïðè ëþáîì âûáîðå áàçèñîâ
V è W .

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ K = L. Â ýòîì ñëó÷àå V èW � äâà áàçèñà â îä-

íîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà ïåðåõîäà G (ïîðÿäêà m) òàêàÿ, ÷òî W = V G. Òîãäà

B = W TAV = GTV TAV.

Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò ïîëîæè-
òåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû V TAV , êîòîðàÿ âëå÷åò åå íåâûðîæ-
äåííîñòü.

Òåïåðü íåâûðîæäåííîñòü B ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè äâóõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ åå ìíîæèòåëåé.

2) Åñëè L = AK, òî íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà G ñâÿçûâàåò
áàçèñû AV è W , òî åñòü W = AV G. Ñëåäîâàòåëüíî,

B = W TAV = GT (AV )T (AV ).

Ìàòðèöà AV èìååò ïîëíûé ðàíã (ðàâíûém ≤ n) êàê ïðîèçâåäåíèå
ïîëíîðàíãîâûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (AV )T (AV )
òàêæå èìååò ïîëíûé ðàíã, ÷òî ýêâèâàëåíòíî åå íåâûðîæäåííîñòè.

Ñíîâà íåâûðîæäåííîñòü B ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè äâóõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ åå ìíîæèòåëåé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ è íàëè÷èå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðå-
øèìîñòè ïîçâîëÿþò çàïèñàòü îáùóþ ñõåìó ìåòîäà.

Ïðîòîòèï àëãîðèòìà ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà

1. Çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x

2. While íå äîñòèãíóòà òî÷íîñòü
3. Âûáðàòü ïîäïðîñòðàíñòâà K è L
4. Ïîñòðîèòü â íèõ áàçèñû V è W

5. Âû÷èñëèòü íåâÿçêó r = b− Ax
6. Ðåøèòü ÑËÀÓ (W TAV )y = W Tr

7. Óòî÷íèòü ðåøåíèå x = x+ V y

8. EndWhile
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Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà ôàêòà, ñâÿçûâàþùèå ïðîåêöèîí-
íóþ ïîñòàíîâêó ñ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè AT = A > 0 è L = K, òî çàäà÷à îðòîãîíàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Φ(x) =
‖x− x‖2A íà ìíîæåñòâå {x ∈ K}.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ è L = AK, òî çàäà-
÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ íà K îðòîãîíàëüíî L ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèîíàëà Φr(x) = ‖rx‖22 ≡ ‖b− Ax‖22 íà ìíîæåñòâå {x ∈ K}.

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå áóäåò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ
ñïîñîáîâ âûáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ K è L è óäîáíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
áàçèñîâ â íèõ.
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2. ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÅ ÏÐÎÅÊÖÈÈ

2.1. Ïðîåêòèðîâàíèå íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ
K è L ñîñòîÿò èç îäíîãî âåêòîðà, ò.å.

K = span{vk}, L = span{wk}.
Èíäåêñ k ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ ìîæíî âûáèðàòü

ðàçíûå áàçèñíûå âåêòîðû. Êàê ïðàâèëî, ýòè âåêòîðû ñâÿçàíû ñ òåêóùèì
ïðèáëèæåíèåì ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû.

Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ x0 è âûïîëíåíî
k øàãîâ ìåòîäà. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè (ñì. øàã (7) ïðîòîàëãîðèòìà),
ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

xk+1 = xk + V y.

Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà V ñîñòîèò èç îäíîãî ñòîëáöà vk, ñëåäî-
âàòåëüíî y � ñêàëÿð. Îáîçíà÷èâ åãî äðóãîé áóêâîé γ, ïåðåïèøåì ñîîòíî-
øåíèå â âèäå

xk+1 = xk + γkvk.

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâó L èìååò âèä

(rk+1, wk) = 0.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

rk+1 = b− Axk+1 = b− A(xk + γkvk) =

= (b− Axk)− γkAvk = rk − γkAvk.
Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåêóððåíòíóþ ôîð-

ìóëó ïåðåñ÷åòà íåâÿçêè è ïîçâîëÿåò, ïîìèìî ïðî÷åãî, ýêîíîìèòü âû÷èñ-
ëåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå íåâÿçêè â óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

(rk+1, wk) = (rk, wk)− γk(Avk, wk) = 0,

ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòà

γk =
(rk, wk)

(Avk, wk)
. (4)

Äàëüøå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ñïîñîáû âû-
áîðà âåêòîðîâ vk è wk. Ïåðâûå òðè ìåòîäà èíòåðåñíû òåì, êàê óñëîæíÿÿ
âûáîð áàçèñîâ, óìåíüøàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ê ìàòðèöå A. ×åòâåðòûé ìåòîä
âïèñûâàåò â êàðòèíó ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ õîðîøî èçâåñòíûé êëàññè-
÷åñêèé àëãîðèòì.
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2.2. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü àááðåâèàòóðó SD (îò àíãë. steepest descent).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñíîãî âåêòîðà êàê ïîäïðîñòðàíñòâà K, òàê
è ïîäïðîñòðàíñòâà L âåêòîð òåêóùåé íåâÿçêè

vk = wk = rk.

Ïîäñòàâëÿÿ vk è wk â ôîðìóëó (4), ïîëó÷àåì

γk =
(rk, rk)

(Ark, rk)
.

Ïîñêîëüêó äàííûé ñïîñîá ïðîåêòèðîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ
K = L, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.1 íóæíî òðåáîâàòü, ÷òîáû ìàòðè-
öà A áûëà ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíàìåíàòåëü γ íå îáðàùàëñÿ â
íîëü.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ôîðìóëû â ïðîòîòèï àëãîðèòìà, ïîëó÷àåì

Àëãîðèòì SD
1. Çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x
2. While íå äîñòèãíóòà òî÷íîñòü

3. γ :=
(r, r)

(Ar, r)
4. x := x+ γr
5. r := r − γAr
6. EndWhile
Â çàïèñè àëãîðèòìà íå èñïîëüçîâàí èíäåêñ k, ïîñêîëüêó ìåòîä ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîøàãîâûì è íå òðåáóåò õðàíåíèÿ ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé
äëÿ ñâîåé ðàáîòû. Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå äîïîëíè-
òåëüíîé ïåðåìåííîé p = Ar, âû÷èñëÿåìîé ïåðåä øàãîì (3) è èñïîëüçó-
åìîé â øàãàõ (3) è (5) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü
êàæäîé èòåðàöèè (äëÿ ïëîòíûõ ìàòðèö � ïî÷òè âäâîå).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2 êàæäàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà SD ñîîòâåòñòâóåò
ïðîöåññó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Φ(γ) = ‖xk + γrk − x‖2A.

Ïðèâåäåì èíôîðìàöèþ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü AT = A > 0. Òîãäà âåðíà îöåíêà

‖xk+1 − x‖A ≤
λmax − λmin

λmax + λmin
‖xk − x‖A,

ãäå λmax è λmin � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû A.
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2.3. Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü àááðåâèàòóðó MR (îò àíãë. minimal residuals).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñíîãî âåêòîðà ïîäïðîñòðàíñòâà K âåêòîð
òåêóùåé íåâÿçêè è âîçüìåì L = AK òàê, ÷òî

vk = rk, wk = Avk.

Ïîäñòàâëÿÿ vk è wk â ôîðìóëó (4), ïîëó÷àåì

γk =
(rk, Ark)

(Ark, Ark)
.

Ïîñêîëüêó äàííûé ñïîñîá ïðîåêòèðîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ
K = AL, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.1 íóæíî òðåáîâàòü òîëüêî, ÷òî-
áû ìàòðèöà A áûëà íåâûðîæäåííîé. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà çíàìåíàòåëü γ
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ëîáîì r 6= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå âûâåäåííûå ôîðìóëû â ïðîòîòèï àëãîðèòìà, ïîëó-
÷àåì

Àëãîðèòì MR

1. Çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x

2. While íå äîñòèãíóòà òî÷íîñòü

3. γ :=
(r, Ar)

(Ar,Ar)

4. x := x+ γr

5. r := r − γAr
6. EndWhile

Âñå ñêàçàííîå îá èíäåêñàöèè è òðóäîåìêîñòè äëÿ ïðåäûäóùåãî àë-
ãîðèòìà îñòàåòñÿ âåðíûì.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 êàæäàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà MR ñîîòâåòñòâóåò
ïðîöåññó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Φr(γ) = ‖b− A(xk + γrk)‖22.

Ïðèâåäåì (ñíîâà áåç äîêàçàòåëüñòâà) èíôîðìàöèþ î ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü A > 0. Òîãäà âåðíà îöåíêà

‖rk+1‖2 ≤
√

1− µ2

σ2
‖rk‖2,

â êîòîðîé σ = ‖A‖2, à µ ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàò-

ðèöû
AT + A

2
.
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2.4. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî óìåíüøåíèÿ íåâÿçêè

Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå íåò óñòîÿâøåãîñÿ íàçâàíèÿ äëÿ äàí-
íîãî ìåòîäà. Â àíãëîÿçû÷íîé ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü àááðåâèàòóðó RnSD
(îò àíãë. residual norm steepest descent).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñîâ â K è L = AK âåêòîðà

vk = ATrk, wk = Avk.

Ïîäñòàâëÿÿ vk è wk â ôîðìóëó (4), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

γk =
(rk, AA

Trk)

(AATrk, AATrk)
=

(ATrk, A
Trk)

(A[ATrk], A[ATrk])
=

(vk, vk)

(Avk, Avk)
.

Ïîñêîëüêó äàííûé ñïîñîá ïðîåêòèðîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ
K = AL, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.1 íóæíî òðåáîâàòü òîëüêî, ÷òî-
áû ìàòðèöà A áûëà íåâûðîæäåííîé. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà çíàìåíàòåëü γ
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ëîáîì v 6= 0. Âåêòîð v, â ñâîþ î÷åðåäü, îòëè÷åí
îò íóëÿ åñëè è òîëüêî åñëè r 6= 0.

Â ïðèâåäåííîì íèæå àëãîðèòìå ïðîâåäåíà îïòèìèçàöèÿ, îïèñàííàÿ
â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ.

Àëãîðèòì RnSD
1. Çàäàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x
2. While íå äîñòèãíóòà òî÷íîñòü
3. v := ATr
4. p := Av

5. γ :=
(v, v)

(p, p)
6. x := x+ γv
7. r := r − γp
8. EndWhile

Â êà÷åñòâå ïëþñà ìåòîäà RnSD ïî ñðàâíåíèþ ñ SD è MR ñëåäóåò
îòìåòèòü îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî óñëîâèé íà ìàòðèöó ñèñòåìû A (êðîìå
åñòåñòâåííîãî óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè).

Îáðàòíîé ñòîðîíîé ìåäàëè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàáîòû ñ òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé AT , ÷òî íå âñåãäà áûâàåò óäîáíûì è äàæå âîç-
ìîæíûì. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà RnSD òðåáóåò äâóõ ìàòðè÷íî-âåêòîð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé (ñ ðàçíûìè ìàòðèöàìè), â òî âðåìÿ êàê â ïðåäûäóùèõ
ìåòîäàõ äîñòàòî÷íî îäíîé òàêîé îïåðàöèè.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà

γ =
(ATrk, A

Trk)

(AATrk, AATrk)
=

(ATrk, A
Trk)

([ATA]ATrk, ATrk)
,

11



òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëàì ìåòîäà SD, ïðèìå-
íåííîãî äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

ATAx = AT b.

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

2.5. Äåêàðòîâû ïðîåêöèè

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ ñîâïàäàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ K = L ⊂ Rn ñ
îäíèì è òåì æå áàçèñîì â íèõ. Â êà÷åñòâå áàçèñíîãî âåêòîðà vk = wk

áóäåì èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâû îðòû ek (â êîòîðûõ íà k-é ïîçèöèè ñòîèò
åäèíèöà, îñòàëüíîå � íóëè). Ïîñëå îðòà en áóäåì áðàòü e1 è òàê äàëåå.

Â òàêîé ñèòóàöèè
xk+1 = xk + γkek,

ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå áóäåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Èç ôîðìóëû (4) ïîëó÷àåì

γk =
(rk, ek)

(Aek, ek)
.

Çíàìåíàòåëü ðàâåí äèàãîíàëüíîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû Ak,k. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷èñëèòåëü

(rk, ek) = (b− Axk, ek) = (b, ek)− (Axk, ek) =

= bk − [Axk]k = bk −
n∑

j=1

Ak,jx
(k)
j .

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè íîìåð øàãà (èòåðàöèè) ïåðåíåñåí â âåðõ-
íèé èíäåêñ, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü íèæíèé èíäåêñ äëÿ íîìåðà ýëåìåíòà
âåêòîðà (òàêèå îáîçíà÷åíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû òîëüêî â äàííîì ïóíê-
òå). Èñïîëüçóÿ èíäåêñû òàêèì æå îáðàçîì, çàïèøåì ïîëó÷åííûå ðàñ÷åò-
íûå ôîðìóëû

x(k+1) =

[
bk −

n∑
j=1

Ak,jx
(k)
j

]
e(k)

Ak,k
.

Åñëè òåïåðü íàçâàòü îäíîé èòåðàöèåé ïåðåáîð âñåõ îðòîâ (îò e1 äî
en), òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû áóäóò â òî÷íîñòè îïèñûâàòü õîðîøî èçâåñò-
íûé ìåòîä Çåéäåëÿ.
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3. ÎÐÒÎÃÎÍÀËÈÇÀÖÈß
Â ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÊÐÛËÎÂÀ

3.1.Ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.ÎðòîãîíàëèçàöèÿÀðíîëüäè

Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà, èìåþò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî íà
êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå âñå ïðèõîäèòñÿ äåëàòü çàíîâî. Èíôîðìàöèÿ èç
âûáðàííîãî îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü øàã â ñòî-
ðîíó òî÷íîãî ðåøåíèÿ, íî çàòåì îíà áåçâîçâðàòíî òåðÿåòñÿ. Ýòî ìîæåò
ïðèâîäèòü ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó èòåðàöèé (ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþ-
ùåìó ïîðÿäîê ìàòðèöû n).

Äâà ïîäõîäà, ðàñìàòðèâàåìûå íèæå, ëèøåíû óêàçàííîãî íåäîñòàò-
êà. Â íèõ ïîäïðîñòðàíñòâî K (è, ñëåäîâàòåëüíî, L) ïëàíîìåðíî ðàñøè-
ðÿåòñÿ òàê, ÷òî Kk ⊂ Kk+1 ∀k ≥ 1. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â
òî÷íîé àðèôìåòèêå ìåòîä ñîéäåòñÿ íå áîëåå, ÷åì çà n èòåðàöèé.

Î÷åíü óäîáíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà (íàçâàííûå â
÷åñòü âûäàþùåãîñÿ ðóññêîãî ñîâåòñêîãî ìåõàíèêà è ìàòåìàòèêà Êðûëîâà
À.Í.), â ïîñòðîåíèè êîòîðûõ ó÷àñòâóåò ìàòðèöà ðåøàåìîé ñèñòåìû A.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

span{v, Av,A2v, . . . , Am−1v} ⊂ Rn

íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì Êðûëîâà è îáîçíà÷àåòñÿ Km(v, A).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà ìî-
æåò áûòü ìåíüøåm. Ôàêòè÷åñêè, ýòà ðàçìåðíîñòü çàâèñèò îò ðàñïîëîæå-
íèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ìàòðèöû A. ×òîáû ïðåäñòàâèòü òàêóþ êàðòèíó íà íàèáîëåå ïðîñòîì ïðè-
ìåðå, ðåêîìåíäóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà v ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì ìàòðèöû A.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â Km(v,A) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà.
Ïóñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî j âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ è íîðìèðîâàííûõ
âåêòîðîâ óæå ïîñòðîåíî. Îáîçíà÷èì èõ v1, v2, . . . , vj.

Óìíîæèì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé âåêòîð vj íà ìàòðèöó A è áóäåì
èñêàòü ñëåäóþùèé âåêòîð ṽj+1 â âèäå

ṽj+1 = Avj −
j∑

i=1

hi,jvi. (5)
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Êîýôôèöèåíòû h1,j, h2,j, . . . , hj,j ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû íîâûé âåêòîð
ṽj+1 áûë îðòîãîíàëåí âñåì ïðåäûäóùèì âåêòîðàì v1, v2, . . . , vj. Îáîçíà-
÷èâ w = Avj, çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

(ṽj+1, vk) =
(
w −

j∑
i=1

hi,jvi , vk
)

= 0, k = 1, j.

Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ (vi, vj) = δi,j (ãäå δi,j � ñèìâîë Êðî-
íåêåðà), òî ( j∑

i=1

hi,jvi , vk

)
=
(
hk,jvk , vk

)
= hk,j.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îðòîãîíàëèçàöèè

hi,j = (w, vi), i = 1, j.

Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ îòíîðìèðîâàòü ïîëó÷åííûé âåêòîð

vj+1 =
ṽj+1

‖ṽj+1‖2
.

Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå j ïîñëå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé íîðìà âåêòî-
ðà ṽj+1 îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî î÷åðåäíîé âåêòîð A

jv
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âñå âåêòîðà âèäà Akv ïðè k ≥ j òàêæå áóäóò ëèíåéíî çàâèñåòü
îò ïðåäûäóùèõ. Ñëåäîâàòåëüíî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà áóäåò èñ÷åðïàí è ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà
Êðûëîâà áóäåò ðàâíà j.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷èëà íàçâàíèå îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëü-
äè. Çàïèøåì åå â âèäå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè

1. Âûáðàòü v1, òàêîé ÷òî ‖v1‖2 = 1
2. For j = 1, 2, . . . , n
3. w := Avj
4. For i = 1, . . . , j
5. hi,j := (w, vi)
6. w := w − hi,jvi
7. EndFor
8. hj+1,j := ‖w‖2
9. If hj+1,j = 0 then ïîëîæèòü m := j è âûéòè èç öèêëà EndIf
10. vj+1 := w/hj+1,j

11. EndFor
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Ñèòóàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðåæäåâðåìåííûì èñ÷åðïàíèåì áàçèñà, îò-
ñëåæèâàåòñÿ â ñòðîêå (9) àëãîðèòìà. Åñëè æå âûõîä èç öèêëà ïî óñëîâèþ
ñòðîêè (9) íå ïðîèçâåäåí, òî áóäåò ïîñòðîåí áàçèñ èç n âåêòîðîâ, è ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà áóäåò ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Rn.

Ïóñòü âûïîëíåíî m øàãîâ ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà. Ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó Vm+1, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïî-
ñòðîåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà v1, v2, . . . , vm+1 (âîçìîæíî, vm+1 =
0), à òàêæå ìàòðèöó H̄m, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ îðòîãîíàëè-
çàöèè

Vm+1 = v1 v2 · · · vm+1 , H̄m =

h1,1 h1,2 · · · h1,m
h2,1 h2,2 · · · h2,m
0 h3,2 · · · h3,m
...

...
...

0 0 · · · hm+1,m

.

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà V ñîñòîèò èç n ñòðîê èm+1 ñòîëáöà, à ìàòðèöà
H̄m èìååò m + 1 ñòðîê è m ñòîëáöîâ, ïðè÷åì âñå ýëåìåíòû H̄m, ëåæà-
ùèå íèæå ïåðâîé ïîääèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. Ìàòðèöû òàêîé ñòðóêòóðû
ïðèíÿòî íàçûâàòü õåññåíáåðãîâûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà îðòîãî-
íàëèçàöèè Àðíîëüäè áóäóò ïîëó÷åíû

âî-ïåðâûõ, íàáîð îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ vi (êîòîðûå îáû÷íî
õðàíÿò êàê ñòîëáöû îáúåäèíÿþùåé èõ ìàòðèöû V );

âî-âòîðûõ, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ îðòîãîíàëèçàöèè H̄m = {hi,j},
ó êîòîðîé áóäóò çàïîëíåíû òîëüêî âåðõíèé òðåóãîëüíèê è ïåðâàÿ
ïîääèàãîíàëü;

â-òðåòüèõ, ðàçìåðíîñòü m êðûëîâñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Km(v,A).

Çàôèêñèðóåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ ìàòðèö.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

AVm = Vm+1H̄m.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî hj+1,j = ‖ṽj+1‖2, èìååì

vj+1 =
ṽj+1

‖ṽj+1‖2
=

(
Avj −

j∑
i=1

hi,jvi

)
/hj+1,j,
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îòêóäà

Avj =

j∑
i=1

hi,jvi + hj+1,jvj+1 =

j+1∑
i=1

hi,jvi. (6)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå

j+1∑
i=1

hi,jvi

îïèñûâàåò j ñòîëáåö ìàòðèöû, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì Vm+1 · H̄m.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (6), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî j îò 1 äî m,
åñòü ïîñòîëáöîâîå âûðàæåíèå èñêîìîãî ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hm êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ îòáðà-
ñûâàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè â ìàòðèöå H̄m

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

AVm = Vm+1H̄m

è ðàçîáüåì â íåì ìàòðèöó Vm+1 íà äâà ñëàãàåìûõ

Vm+1 = V 0
m+1 + Ṽm+1

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïåðâûåm ñòîëáöîâ ïîïàäàþò â V 0

m+1 è äîïîëíÿþòñÿ íóëåâûì ñòîëá-

öîì. Â ìàòðèöå Ṽm+1, íàîáîðîò, âñå ñòîëáöû, êðîìå ïîñëåäíåãî, íóëåâûå,
à ïîñëåäíèé ñîâïàäàåò ñ vm+1.

v1 · · · vm vm+1 = v1 · · · vm 0 + 0 · · · 0 vm+1

Î÷åâèäíî, ÷òî
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v1 · · · vm 0 ·

h1,1 h1,2 · · · h1,m
h2,1 h2,2 · · · h2,m
0 h3,2 · · · h3,m
...

...
...

0 0 · · · hm,m

0 0 · · · hm+1,m

=

= v1 · · · vm ·

h1,1 h1,2 · · · h1,m
h2,1 h2,2 · · · h2,m
0 h3,2 · · · h3,m
...

...
...

0 0 · · · hm,m

,

Äàííîå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîé çàïèñè

V 0
m+1H̄m = VmHm.

Âòîðîå ñëàãàåìîå � ïðîèçâåäåíèå Ṽm+1H̄m � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíîðàíãîâóþ ìàòðèöó, èìåþùóþ åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ñòîëáåö (ïî-
ñëåäíèé). Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà-ñòîëáöà íà
âåêòîð-ñòðîêó eTm, ïîëó÷àåìóþ òðàíñïîíèðîâàíèåì äåêàðòîâà îðòà c åäè-
íèöåé â ïîñëåäíåé ïîçèöèè (m+ 1). Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóåòñÿ ñõåìîé

0 · · · 0 0 vm+1 ·

h1,1 h1,2 · · · h1,m
h2,1 h2,2 · · · h2,m
0 h3,2 · · · h3,m
...

...
...

0 0 · · · hm,m

0 0 · · · hm+1,m

=

= 0 · · · 0 hm+1,mvm+1 = hm+1,mvm+1 · 0 0 · · · 0 1
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è ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîé çàïèñè

Ṽm+1H̄m = hm+1,mvm+1e
T
m.

Ñêëàäûâàÿ îáà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V T
mAVm = Hm.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ,

V T
mAVm = V T

mVm+1H̄m

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå V T
mVm+1 è âîñïîëüçóåìñÿ îðòîíîðìèðî-

âàííîñòüþ áàçèñà v1, . . . , vm+1

V T
mVm+1 =

v1
v2
...

vm

· v1 v2 · · · vm+1 =

1 0 · · ·0 0
0 1 · · ·0 0
...

...
...

...
0 0 · · ·1 0

.

Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêàm
ñ ïðèïèñàííûì ê íåé ñïðàâà íóëåâûì ñòîëáöîì. Óìíîæàÿ ýòó ìàòðèöó
ñïðàâà íà H̄m, ïîëó÷àåì Hm, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óòâåðæäåíèå 3.4.Äëÿ ëþáîãî íîìåðà k îò 1 äîm+1 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

V T
m vk = ek,

ãäå ek � äåêàðòîâ îðò ñ åäèíèöåé â ïîçèöèè k.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îðòîíîðìèðîâàííî-
ñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Vm. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èë-
ëþñòðàöèåé ê ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ ïðî-
åêöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Åãî íåñëîæíî óâèäåòü â êà÷åñòâå
ïåðâîãî ýòàïà îïèñàííûõ äàëåå ìåòîäîâ.

18



3.2. Ìåòîä ïîëíîé îðòîãîíàëèçàöèè

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü àááðåâèàòóðó FOM (îò àíãë. full orthogonalization method).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ K è L ïîäïðîñòðàíñòâî Êðû-
ëîâà

K = L = Km(vr, A),

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ îðò íà÷àëüíîé íåâÿçêè

v1 = r0/‖r0‖2.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà â K (è òàêæå â L) áóäåì èñïîëüçîâàòü îð-

òîãîíàëèçàöèþ Àðíîëüäè ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì v1.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðîåêöèîííûì ïîäõîäîì (ñì. ïï. 7 è 8

ïðîòîàëãîðèòìà) ðåøåíèå äîëæíî óòî÷íÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

x = x0 + V y,

ãäå y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñècòåìû

(W TAV )y = W Tr0,

â êîòîðîé V è W � ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ K è L ñîîòâåòñòâåííî.

Â íàøåì ñëó÷àå ýòè ìàòðèöû ðàâíû

V = W = Vm.

Ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. óòâåðæäåíèå 3.3)

W TAV = V T
mAVm = Hm

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè β = ‖r0‖2. Ïî óòâåðæäåíèþ 3.4

W Tr0 = V T
m r0 = V T

m (βv1) = βe1,

ãäå e1 � åäèíè÷íûé äåêàðòîâ îðò, ïåðâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ðàâíà åäè-
íèöå, îñòàëüíûå � íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, âñïîìîãàòåëüíàÿ ÑËÀÓ ïðèíèìàåò âèä

Hmy = βe1.

Îòìåòèì, ÷òî îáà îñíîâíûõ òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû: ìàòðèöà Hm

íåâûðîæäåíà, à òàêæå ëåãêî îáðàòèìà, ïîñêîëüêó èìååò õåññåíáåðãîâó
ôîðìó. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ òàêîé ìàòðèöåé òðåáóåòñÿ çàíóëèòü îä-
íó ïîääèàãîíàëü. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ãàóññîâûìè èñêëþ÷åíèÿìè, ëèáî
îðòîãîíàëüíûìè âðàùåíèÿìè Ãèâåíñà.

Ïîäâåäåì èòîãè íà ïñåâäîêîäå.
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Àëãîðèòì FOM
1. r0 := b− Ax0, β := ‖r0‖2, v1 := r0/β, m = n
2. For j = 1, 2, . . . , n
3. Âû÷èñëèòü wj := Avj
4. For i = 1, . . . , j
5. hi,j := (wj, vi)
6. wj := wj − hi,jvi
7. EndFor
8. Âû÷èñëèòü hj+1,j := ‖wj‖2
9. If hj+1,j = 0 then ïîëîæèòü m := j è âûéòè èç öèêëà EndIf
10. Âû÷èñëèòü vj+1 := wj/hj+1,j

11. EndFor
12. Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó Hm, èñêëþ÷èâ èç íåå ïîääèàãîíàëü.

Âûïîëíèòü òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âåêòîðîì g = βe1

13. Ðåøèòü òðåóãîëüíóþ ÑËÀÓ Hy = g (ïîðÿäêà m)

14. Âû÷èñëèòü x = x0 +
m∑
i=1

yivi

Çàìå÷àíèå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà K çàâèñèò îò âûáîðà íà-
÷àëüíîãî âåêòîðà v1 è ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ïîðÿäêà ìàòðèöû n. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîäîëæàòü,
ïîñêîëüêó îí áóäåò îáíóëÿòü âñå ïîñëåäóþùèå âåêòîðû.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïîëíîãî ïðîöåññà îðòîãîíàëèçà-
öèè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ëèáî ïîäïðîñòðàíñòâî Km(vr, A) ñîâïàäåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì
Rn (ïîëó÷èì m = n).

Ëèáî ïðîèçîéäåò èñ÷åðïàíèå áàçèñà è ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ äîñðî÷-
íî ïðè m < n.

Âàæíî, ÷òî â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ áóäåò ïîëó÷åí vm+1 = 0 è
hm+1,m = 0 (â òî÷íîé àðèôìåòèêå).

Óòâåðæäåíèå 3.5. Íà êàæäîì øàãå m ìåòîäà FOM äëÿ íåâÿçêè
rm ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî

‖rm‖2 = hm+1,m|ym|

(çäåñü ym îçíà÷àåò ïîñëåäíèé, m-é, ýëåìåíò âåêòîðà y).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m
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Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

rm = b− A(x0 + Vmy) = (b− Ax0)− AVmy =

= r0 − AVmy = βe1 − (VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m)y =

= βv1 − Vm(Hmy)− hm+1,mvm+1(e
T
my)

Òàê êàê âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Hmy = βe1, òî

βv1 − Vm(Hmy) = βv1 − Vmβe1 = βv1 − βv1 = 0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå eTmy åñòü îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå è ðàâíî ym, à ‖vm+1‖2 = 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âàæíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà FOM ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü õðàíå-
íèÿ âñåõ âåêòîðîâ {vj}, ïîëó÷àåìûõ ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèé îñíîâ-
íîãî öèêëà. Äëÿ èõ õðàíåíèÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøîé
(âîçìîæíî, íåäîñòóïíî áîëüøîé) îáúåì ïàìÿòè.

Ñëåäóþùèå äâà ïîäõîäà ÷àñòè÷íî óñòðàíÿþò ýòîò íåäîñòàòîê.

3.3. Àëãîðèòì ïîëíîé îðòîãîíàëèçàöèè ñ ðåñòàðòàìè

Îäèí èç ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ çàòðàò ïàìÿòè â àëãîðèòìå FOM ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðèîäè÷åñêè îáíîâëÿòü àëãîðèòì, à èìåííî, öèêë â
ñòðîêå (2) âûïîëíÿòü íå äî j = n (ïîðÿäêà ìàòðèöû A), à îñòàíàâëèâàòü
ðàíüøå ïðè íåêîòîðîì çàäàííîì çíà÷åíèè m (êàê ïðàâèëî, íåáîëüøîì).
Ïîñêîëüêó â òàêîé ñèòóàöèè ðåøåíèå ñèñòåìû, ñêîðåå âñåãî, íàéäåíî íå
áóäåò, òî ïðîöåññ íóæíî ïîâòîðÿòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íîâîãî íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîð xm, ïîëó÷åííûé ïîñëå íåïîëüíîãî âûïîëíåíèÿ
öèêëà (2). Óêàçàííûé ïîäõîä ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòîäîì FOM ñ ðåñòàð-
òàìè èëè FOM(m).

Àëãîðèòì FOM(m)
1. Âû÷èñëèòü r0 := b− Ax0, β := ‖r0‖2, v1 := r0/β
2. For j = 1, 2, . . . ,m

âûïîëíèòü äåéñòâèÿ (3) � (10) àëãîðèòìà FOM
EndFor

3. Ïðåîáðàçîâàòü ìàòðèöó Hm, èñêëþ÷èâ èç íåå ïîääèàãîíàëü.
Âûïîëíèòü òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âåêòîðîì g = βe1

4. Ðåøèòü òðåóãîëüíóþ ÑËÀÓ Hy = g ïîðÿäêà m
5. If êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå then âûõîä

6. Ïîëîæèòü x0 = xm, âåðíóòüñÿ â øàãó 1.
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3.4. Àëãîðèòì íåïîëíîé îðòîãîíàëèçàöèè

Äðóãèì âàðèàíòîì ýêîíîìèè ðåñóðñîâ ïàìÿòè â àëãîðèòìå FOM
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå íåïîëíîé îðòîãîíàëèçàöèè. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî î÷åðåäíîé âåêòîð vj+1 (ïîëó÷àåìûé íà j-îì øàãå îñíîâíîãî
öèêëà) äåëàåòñÿ îòðîãîíàëüíûì òîëüêî ê k ïðåäûäóùèì âåêòîðàì, à íå
êî âñåì.

Òàêîé ïîäõîä ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòîäîì IOM (îò àíãë. incomplete
orthogonalization method).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìà ìåòîäà äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ñòðîêó (4)
àëîãðèòìà FOM íà ñëåäóþùóþ

4'. For i = max{1, j − k + 1}, . . . , j

Ïîäîáíî ìåòîäó FOM(m), àëãîðèòì IOM òàêæå ìîæíî äîïîëíèòü
ðåñòàðòàìè, îãðàíè÷èâàÿ m è ïîâòîðÿÿ îñíîâíûå äåéñòâèÿ öèêëè÷åñêè
äî âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ.

3.5. Îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê

Â ëèòåðàòóðå äàííûé ìåòîä øèðîêî èçâåñòåí ïîä àááðåâèàòóðîé
GMRES (îò àíãë. generalized minimal residuals).

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà K ïîäïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà

K = Km(vr, A),

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ îðò íà÷àëüíîé íåâÿçêè

v1 = r0/‖r0‖2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà â K áóäåì èñïîëüçîâàòü îðòîãîíàëèçàöèþ Àð-
íîëüäè ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì v1.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ìåòîäà, â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà L
âûáåðåì

L = AK.
Äëÿ âûâîäà ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë âìåñòî ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óñëî-

âèé îðòîãîíàëüíîñòè ïðèâëå÷åì ðåçóëüòàò îá îïòèìàëüíîì ñâîéñòâå ìå-
òîäà. Ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìå ïðîåêöèîííûé ïðîöåññ ïðè óêàçàííîì
âûáîðå ïîäïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ìèíèìèçàöèè 2-íîðìû
íåâÿçêè ‖r‖2.

Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, β = ‖r0‖2. Òîãäà íà÷àëüíûé âåêòîð áà-
çèñà v1 = r0/β.
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå íåâÿçêè

r = b− Ax = b− A(x0 + Vmy) =

= (b− Ax0)− AVmy =

= r0 − Vm+1H̄my = βv1 − Vm+1H̄my =

= βVm+1e1 − Vm+1H̄my = Vm+1(βe1 − H̄my).

Çäåñü, êàê è âûøå, èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå e1 äëÿ ïåðâîãî äåêàðòîâîãî
îðòà.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ñîõðàíÿþò 2-íîðìó,
ïîëó÷àåì

‖r‖2 = ‖Vm+1(βe1 − H̄my)‖2 = ‖βe1 − H̄my‖2.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû ‖r‖2 ýêâèâàëåíòíà

ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû
‖βe1 − H̄my‖2,

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî çàäà÷å ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ

H̄my = βe1

â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ïðèìåíèì äëÿ ýòîãî QR ðàçëîæåíèå. Ðàçëàãàÿ

H̄m = QR

(ãäå Q � ìàòðèöà ðàçìåðà (m+ 1)×m, R � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà
m ×m) è âûïîëíÿÿ îäíîâðåìåíííî ïðåîáðàçîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè, ïðè-
õîäèì ê ñèñòåìå

Ry = g̃.

Âûøå, â ìåòîäå FOM, ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ Hy = βe1 ïðîèç-
âîäèëñÿ ñòðîãî ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî áàçèñà Àðíîëüäè. Îäíàêî åãî
ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ ïðîöåññîì ïîñòðîåíèÿ ýòîãî áàçèñà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷èòñÿ ïîëíîñòüþ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðóþ ìîæíî ïðåðû-
âàòü äîñðî÷íî, åñëè íåâÿçêà î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ îêàæåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëîé.

Äëÿ ýòîãî èñêëþ÷åíèå (çàíóëåíèå) ýëåìåíòîâ ïåðâîé ïîääèàãîíàëè
ìàòðèöû H ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü ïî ìåðå èõ ïîÿâëåíèÿ, ò.å. íà ïåðâîì
øàãå âíåøíåãî öèêëà çàíóëèòü ýëåìåíò h2,1, íà âòîðîì øàãå � ýëåìåíò
h3,2 è òàê äàëåå. Íèæå ýòîò ïðîöåññ áóäåò ïîäðîáíî ïîÿñíåí ìàòðè÷íûìè
ñõåìàìè.

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò àëãîðèòì ìåòîäà. Ïðèâåäåì åãî íà ïñåâäî-
êîäå.
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Àëãîðèòì GMRES

1. r0 := b− Ax0, β := ‖r0‖2, g := βe1, v1 := r0/β

2. For j = 1, . . . , n

3. w := Avj

4. For i = 1, . . . , j

5. hi j := (w, vi)

6. w := w − hi jvi
7. EndFor
8. hj+1 j := ‖w‖2
9. If hj+1 j = 0 then p := j; âûõîä èç öèêëà EndIf
10. vj+1 := w/hj+1 j

11. For i = 1, . . . , j − 1
12. Ïðèìåíèòü ê âåêòîðó (h1 j, . . . , hj+1 j)

T

ïëîñêîå âðàùåíèå {ci, si}
13. EndFor
14. Âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû íîâîãî ïëîñêîãî âðàùåíèÿ {cj, sj} :(

hj,j
hj+1,j

)
{cj ,sj}−−−→

(
h̃j,j
0

)
è ïðèìåíèòü åãî

15. Ïðèìåíèòü ê âåêòîðó g ïëîñêîå âðàùåíèå {cj, sj}
16. If |gj+1| < ε then p := j; âûõîä èç öèêëà EndIf
17. EndFor
18. Ðåøèòü òðåóãîëüíóþ ÑËÀÓ Hy = g ïîðÿäêà p

19. x = x0 +
p∑

i=1

yivi

Ïîÿñíèì èíêîðïîðèðîâàíèå ïëîñêèõ âðàùåíèé â ïðîöåäóðó îðòî-
ãîíàëèçàöè ñëåäóþùåé ñõåìîé. Â íåé êðåñòèêàìè (×, ×̄, ×̃) îòìå÷åíû
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû H, çíàêîì âîïðîñà îáîçíà÷åíà íå âû÷èñ-
ëåííàÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ìîìåíòó ÷àñòü H.

Íà ïåðâîì øàãå öèêëà èç ñòðîêè (2) ïðè j = 1 ôîðìèðóåòñÿ ïåðâûé
ñòîëáåö ìàòðèöû H, ñîñòîÿùèé èç äâóõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïî ýòèì
ýëåìåíòàì âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ïåðâîãî ïëîñêîãî âðàùåíèÿ c1, s1
(êîòîðûå ñëåäóåò çàïîìíèòü) è ïðîèçâîäèòñÿ ýòî âðàùåíèå. Â ðåçóëü-
òàòå âòîðîé ýëåìåíò ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû H çàíóëÿåòñÿ. Îòìåòèì,
÷òî ïðè j = 1 öèêë â ñòðîêàõ (11) � (13) íå âûïîëíÿåòñÿ.
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×
×
0
0 ?
...
0

âðàùåíèå

c1, s1−−−−−→

×
0
0
0 ?
...
0

âû÷èñëåíèå

âòîðîãî

−−−−−−→
ñòîëáöà H

Äàëåå, ïðè j = 2 (âòîðîé ïðîõîä öèêëà) ôîðìèðóåòñÿ âòîðîé ñòîë-
áåö ìàòðèöû H, ñîñòîÿùèé èç òðåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ñíà÷àëà ê ïîëó÷åííîìó íîâîìó ñòîëáöó ïðèìåíÿåòñÿ ñîõðàíåííîå
ðàíåå âðàùåíèå c1, s1. Ýòî ïðîèñõîäèò â öèêëå â ñòðîêàõ (11) � (13).

Çàòåì ïî ýëåìåíòàì h̄2,2 è h3,2 âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû âòîðîãî
ïëîñêîãî âðàùåíèÿ c2, s2 (êîòîðûå òàêæå ñëåäóåò çàïîìíèòü) è ïðîèç-
âîäèòñÿ ýòî âðàùåíèå. Â ðåçóëüòàòå òðåòèé (ïîääèàãîíàëüíûé) ýëåìåíò
âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû H çàíóëÿåòñÿ.

× ×
0 ×
0 ×
0 0 ?
...

...
0 0

âðàùåíèå

c1, s1−−−−−→
(ñòàðîå)

× ×̄
0 ×̄
0 ×
0 0 ?
...

...
0 0

âðàùåíèå

c2, s2−−−−−→
(íîâîå)

× ×̄
0 ×̃
0 0
0 0 ?
...

...
0 0

Íà î÷åðåäíîì ïðîõîäå öèêëà (ïðè j = 3) áóäåò ñôîðìèðîâàí òðå-
òèé ñòîëáåö H èç ÷åòûðåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ñíà÷àëà ê íåìó ïðèìå-
íÿòñÿ ñîõðàíåííûå âðàùåíèÿ c1, s1 è c2, s2, çàòåì áóäåò ñôîðìèðîâàíî è
ïðèìåíåíî íîâîå ïëîñêîå âðàùåíèå c3, s3 è òàê äàëåå.

Ïðèâåäåííûå âûøå ñõåìû îïèñûâàþò èçìåíåíèÿ ìàòðèöûH. Òå æå
ñàìûå äåéñòâèÿ (âðàùåíèÿ) îäíîâðåìåííî ïðîèçâîäÿòñÿ íàä âåêòîðîì
ïðàâûõ ÷àñòåé g = βe1. Èçîáðàçèì èõ ñõåìàòè÷åñêè.

β
0
0
0
...
0

1 øàã−−−→

c1β
s1β

0
0
...
0

2 øàã−−−→

c1β
c2s1β

s2s1β
0
...
0

3 øàã−−−→ · · ·

g(0) g(1) g(2)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñëåäíåãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà g
(j)
j+1 âåðíà

ôîðìóëà

g
(j)
j+1 = sjsj−1 . . . s1β,

êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò íåâîçðàñòàíèå gjj+1 (òàê êàê |sk| ≤ 1 ∀k). Ýòèì
îáîñíîâûâàåòñÿ êðèòåðèé îñòàíîâà â ñòðîêå (16) àëãîðèòìà.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà èíôîðìà-
öèþ î ñõîäèìîñòè ìåòîäà â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü ìàòðèöà A � äèàãîíàëèçèðóåìàÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò íåâû-
ðîæäåííàÿ ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî

B−1AB = Λ = diag{λ1, . . . , λn}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k è ââåäåì

εm = min
p∈P, p(0)=1

max
1≤i≤n

|p(λi)|.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ íåâÿçêèm-ãî øàãà ìåòîäà GMRES cïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖rm‖2 ≤ cond2(B)εm‖r0‖2.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà îáîñíîâûâàåò óáû-
âàíèå íåâÿçêè, èñïîëüçîâàòü åå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ ìå-
òîäà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
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4. ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÀß ÎÐÒÎÃÎÍÀËÈÇÀÖÈß

4.1. Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ëàíöîøà

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïî-
ëîæåíèè ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû À ïîðÿäêà n.

Ïîëíàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ Àðíîëüäè ïðèâîäèò ê ìàòðè÷íîìó ðàçëî-
æåíèþ

AVn = Vn+1H̄n = VnHn.

Âòîðîå ðàâåíñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû
Vn+1 � íóëåâîé, ïîñêîëüêó n ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ âñåãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Hn = V T
n AVn, ñëåäîâàòåëüíî

HT
n = (V T

n AVn)T = V T
n A

TVn = V T
n AVn = Hn.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöàHn èìååò õåññåíáåðãîâó ôîðìó è ñèììåòðè÷íà,
îíà äîëæíà áûòü òðåõäèàãîíàëüíîé. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà αi = hi,i,
βi = hi−1,i, Tn = Hn. Òîãäà

Tn = Hn =

α1 β2 0 · · · 0
β2 α2 β3 · · · 0
0 β3 α3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · αn

Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöàìè H̄m è Hm ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó T̄m
(äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 0 < m < n), èìåþùóþ (m+ 1) ñòðîê è m ñòîëáöîâ,
è êâàäðàòíóþ m ×m ìàòðèöó Tm, êîòîðûå ñòîÿò â ëåâîì âåðõíåì óãëó
ìàòðèöû Tn.

Îáùàÿ ôîðìóëà ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè êðûëîâñêîãî áàçèñà

wj = hj+1,jvj+1 = Avj −
j∑

i=1

hi,jvi

â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèìåò âèä

wj = βj+1vj+1 = Avj − αjvi − βjvj−1,

ãäå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

αj = (wj, vj), βj = ‖wj‖2.
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Ïîëó÷åííóþ ïðîöåäóðó ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ èìåíåì Ëàíöîøà. Çà-
ïèøåì åå â âèäå àëãîðèòìà.

Ñèììåòðè÷íûé àëãîðèòì îðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà
1. Âûáðàòü v1, òàêîé ÷òî ‖v1‖2 = 1

2. Ïîëîæèòü (ôîðìàëüíî) v0 = 0, β1 = 0

3. For j = 1, 2, . . . , n

4. w := Avj − βjvj−1
5. αj := (w, vj)

6. w := w − αjvj
7. βj+1 := ‖w‖2
8. If βj+1 = 0 then ïîëîæèòü m := j è âûéòè èç öèêëà EndIf
9. vj+1 := w/βj+1

10. EndFor

Âàæíûì îòëè÷èåì ñèììåòðè÷íîé îòðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà îò
îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè ÿâëÿåòñÿ òðåõ÷ëåííîñòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
áàçèñíûìè âåêòîðàìè íà êàæäîì øàãå. Ïîýòîìó â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå
íåîáõîäèìî õðàíèòü òîëüêî äâà ïðåäûäóùèõ âåêòîðà áàçèñà (â íåñèì-
ìåòðè÷íîì íóæíû âñå ïðåäûäóùèå). Ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ýêî-
íîìèè ðåñóðñîâ ïàìÿòè.

Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìåòîä ðåøåíèÿ ñèì-
ìåòðè÷íûõ ñèñòåì, àíàëîãè÷íûé ìåòîäó FOM. Ïîñêîëüêó äàëüíåéøèå
äåéñòâèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà äîðàáîòêó ýòîãî àëãîðèòìà, çàïèøåì åãî
áåç äåòàëèçàöèè.

Ñèììåòðè÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà
1. Âû÷èñëèòü r0 = b− Ax0, β = ‖r0‖2, v1 = r0/β.

2. Ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ Ëàíöîøà â K(v1, A).

3. Ðåøèòü òðåõäèàãîíàëüíóþ ÑËÀÓ Tmy = βe1.

4. Âû÷èñëèòü x = x0 + Vmy.

Âòîðîå ïðåèìóùåñòâî, êîòîðîå äàåò ñèììåòðèÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñòðóê-
òóðå ìàòðèöû Tm, à èìåííî, â åå òðåõäèàãîíàëüíîñòè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ðåøåíèå ñèñòåìû â ñòðîêå (3) îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íî, ÷åì â
ìåòîäå FOM, êàê ïî çàòðàòàì ïàìÿòè, òàê è ïî êîëè÷åñòâó äåéñòâèé.
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4.2. Ïðÿìîé ìåòîä Ëàíöîøà

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà îáúåäèíåíèå ïðîöåññà
ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñèñòåìû ñ ïðîöåññîì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ ïîëíîñòüþ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì.
Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáüåì ýòè äåéñòâèÿ íà íåñêîëüêî øàãîâ.

1. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî îáúåäèíèòü
ñ ïðîöåññîì ïîñòðîåíèÿ áàçèñà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ LU ðàçëîæå-
íèåì ìàòðèöû Tm è ïðåäñòàâèì åå â âèäå

Tm = LmUm.

Èç òðåõäèàãîíàëüíîñòè Tm ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Lm áóäåò íèæíå-
äâóõäèàãîíàëüíîé, à Um � âåðõíå-äâóõäèàãîíàëüíîé. Ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ äëÿ èõ ýëåìåíòîâ

Lm =

1 0 0 · · · 0
µ2 1 0 · · · 0
0 µ3 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

, Un =

η1 β2 0 · · · 0
0 η2 β3 · · · 0
0 0 η3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · ηn

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû íàääèàãîíàëè βk íå áóäóò èçìåíÿòüñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè LU ðàçëîæåíèÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ýëåìåíòû µk
è ηk.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì àëãîðèòìîì ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ (áåç âû-
áîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà)

η1 = α1,

µk = βk/ηk−1, ηk = αk − µkβk, k = 2, 3, . . . , n

2. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

x = x0 + Vmy = x0 + VmT
−1
m βe1 = x0 + Vm(LmUm)−1βe1 =

= x0 + (VmU
−1
m )(L−1m βe1) = x0 + Pmzm.

Çäåñü ââåäåíû íîâûå îáîçíà÷åíèÿ

Pm = VmU
−1
m , zm = L−1m βe1.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû âåêòîðà zm ÷åðåç ζk.

29



Çàïèñûâàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå Lmzm = βe1,
ïîëó÷àåì

Lmzm =

1 0 0 · · · 0 0
µ2 1 0 · · · 0 0
0 µ3 1 · · · 0 0

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · µm 1

·

ζ1
ζ2
ζ3
...

ζm−1
ζm

=

β
0
0
...
0
0

= βe1.

Ðàñïèñûâàÿ ïîñëåäíþþ ñòðîêó ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

µmζm−1 + ζm = 0,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóþò ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

ζ1 = β, ζm = −µmζm−1.
Ïåðåéäåì ê ïåðâîìó îáîçíà÷åíèþ, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíî-

øåíèþ PmUm = Vm. Ðàññìîòðèì åãî.

p1 · · · pm−1 pm ·

η1 β2 0 · · · 0
0 η2 β3 · · · 0
0 0 η3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · βm
0 0 0 · · · ηm

= v1 · · · vm−1 vm .

Êàê è âåçäå ðàíüøå, ÷åðåç pk îáîçíà÷åíû ñòîëáöû ìàòðèöû Pm.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïðîèçâåäåíèÿ

vm =
m∑
j=1

uj,mpj = βmpm−1 + ηmpm.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó ïåðåñ÷åòà

pm = (vm − βmpm−1)/ηm.

3. Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå èòîãîâóþ ôîðìóëó àëãîðèòìà

x = x0 + Pmzm = x0 + ζ1p1 + ζ2p2 + . . . ζmpm.

Â ñîâîêóïíîñòè ñ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ pm è ζm îíè
ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü àëãîðèòì â èòåðàöèîííîé ôîðìå ñ óòî÷íåíèåì
ðåøåíèÿ ñðàçó ïîñëå âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîãî âåêòîðà pm.
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Àëãîðèòì D-Ëàíöîø

1. Âû÷èñëèòü r0 = b− Ax0, β = ‖r0‖2, v1 = r0/β
2. Ïîëîæèòü (ôîðìàëüíî) v0 = 0, β1 = 0, µ1 = 0, p0 = 0
3. While íå äîñòèãíóòà òî÷íîñòü
4. w := Avj − βjvj−1
5. αj := (w, vj)
6. If j > 1 then µj = βj/ηj−1, ζj = −µjζj−1 EndIf
6. ηj := αj − µjβj
6. pj := (vj − βjpj−1)/ηj
6. xj := xj−1 + ζjpj
6. w := w − αjvj
7. βj+1 := ‖w‖2
8. If βj+1 = 0 then âûéòè èç öèêëà EndIf
9. vj+1 := w/βj+1

10. EndWhile

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì îáëàäàåò íåñêîëüêèìè âàæíûìè ñâîéñòâà-
ìè. Èçó÷èì èõ.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïîñëå m øàãîâ àëãîðèòìà D-Ëàíöîø íåâÿçêè
r0, r1, . . . rm âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2

AVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m.

Â íîâûõ (¾ñèììåòðè÷íûõ¿) îáîçíà÷åíèÿõ îíî ïðèíèìàåò âèä

AVm = VmTm + βm+1vm+1e
T
m,

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæåíèå íåâÿçêè â âèäå

rm = b− Axm = b− A(x0 + Vmym) = (b− Ax0)− AVmym =

= r0 − VmTmym + βm+1vm+1e
T
mym.

Çàìåòèì, ÷òî

VmTmym = Vmβe1 = βv1 = r0,

à âåëè÷èíà eTmym = (em, ym) åñòü ñêàëÿð. Òîãäà

rm = r0 − r0 + σvm+1, ãäå σ = βm+1(em, ym).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ î÷åðåäíàÿ íåâÿçêà rm (m = 1, 2, . . .) êîë-
ëèíåàðíà êàæäîìó î÷åðåäíîìó âåêòîðó vm+1, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè
îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïîñëå m øàãîâ àëãîðèòìà D-Ëàíöîø âåêòîðû
p1, p2, . . . pm âçàèìíî A-îðòîãîíàëüíû, òî åñòü

(Apk, pj) = 0 ïðè k 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ Pm = VmU

−1
m . Áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü îáîçíà-

÷åíèå U−Tm = (U−1m )T .
Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

P T
mAPm = U−Tm V T

mAVmU
−1
m = U−Tm TmU

−1
m =

= U−Tm LmUmU
−1
m = U−Tm Lm.

Ìàòðèöà U−Tm Lm ÿâëÿåòñÿ íèæíåãðåóãîëüíîé êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà P T

mAPm íèæíåòðå-
óãîëüíà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà P T
mAPm ñèììåòðè÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî,

îíà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.
Ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå P T

mAPm ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàçèòü
â âèäå

P T
mAPm = P T

m(APm) =

p1
p2
...

pm

· Ap1Ap2 · · · Apm

Ðàâåíñòâî íóëþ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èçîáðàæåííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óñëîâèåì (pj, Apk) = 0 ïðè j 6= k, êîòîðîå òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

4.3. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Çíàìåíèòûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, CG (îò àíãë. conjugate
gradients), ìîæíî âûâåñòè èç ìåòîäà Ëàíöîøà, îïòèìèçèðóÿ åãî âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ïðîöåññ.

Óñòàíîâëåííûé âûøå ôàêò âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê è
ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ A-ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé pm ïîçâîëÿþò
ïîëüíîñòüþ èñêëþ÷èòü èç âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû íàõîæäåíèå âåêòîðîâ
áàçèñà Ëàíöîøà vm. Ðàçîáüåì ïðåîáðàçîâàíèÿ íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.
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1. Âûâåäåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íåâÿçîê. Äëÿ ýòîãî ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðèáëèæåíèé

xj = xj−1 + ζjpj

óìíîæèì íà ìàòðèöó A è âû÷òåì âåêòîð b.

Axj − b = Axj−1 − b+ ζjApj.

Èçìåíÿÿ çíàê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷èì íóæíóþ ôîðìóëó

rj = rj−1 − ζjApj.

Êîýôôèöèåíò ζj íàéäåì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê, äëÿ
÷åãî äîìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà rj−1.

0 = (rj, rj−1) = (rj−1, rj−1)− ζj(Apj, rj−1),

îòêóäà

ζj =
(rj−1, rj−1)

(Apj, rj−1)
.

2. Íàéäåì íîâîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåêòîðîâ pj, íå
ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ áàçèñà vj. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå,

pj = (vj − βjpj−1)/ηj.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 4.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âåêòî-
ðà vj è rj−1 êîëëèíåàðíû. Ïîýòîìó âåêòîð pj ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
âåêòîðà rj−1 è pj−1.

Òàê êàê äëèíû âåêòîðîâ pj íå èìåþò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ, òî ìîæíî
ïîëîæèòü îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðàâíûì åäèíè-
öå è èñêàòü íîâîå íàïðàâëåíèå â âèäå

pj = rj−1 + γjpj−1. (7)

Êîýôôèöèåíò γj íàéäåì èç óñëîâèÿ A-îðòîãîíàëüíîñòè, äëÿ ÷åãî
äîìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà Apj−1.

0 = (pj, Apj−1) = (rj−1, Apj−1) + γj(pj−1, Apj−1),

îòêóäà âûâîäèì

γj = −(Apj−1, rj−1)

(Apj−1, pj−1)
.

3.Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Âî-ïåðâûõ,
äîìíîæàÿ (7) ñêàëÿðíî íà Apj, ïîëó÷àåì

(Apj, pj) = (Apj, rj−1) + γj(Apj, pj−1) = (Apj, rj−1).
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Òàêèì îáðàçîì,

ζj =
(rj−1, rj−1)

(Apj, rj−1)
=

(rj−1, rj−1)

(Apj, pj)
.

Âî-âòîðûõ, èç ñâÿçè íåâÿçîê (íà ïðåäûäóùåì øàãå) èìååì

Apj−1 = − 1

ζj−1
(rj−1 − rj−2).

Ïîýòîìó

γj =
1

ζj−1

(rj−1 − rj−2, rj−1)
(Apj−1, pj−1)

=
(Apj−1, pj−1)

(rj−2, rj−2)

(rj−1, rj−1)

(Apj−1, pj−1)
=
‖rj−1‖22
‖rj−2‖22

.

4. Â ôîðìóëàõ ïðåäûäóùåãî ìåòîäà ôîðìàëüíî ïîëàãàëîñü p0 = 0.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

p1 = r0 + γ1p0 = r0

è êîýôôèöèåíò γ1 âû÷èñëÿòü íåò íåîáõîäèìîñòè.
Çàïèøåì âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû â âèäå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì CG

1. Âû÷èñëèòü r0 := b− Ax0,
2. For j = 1 . . . n

3. If j = 1 Then p1 := r0
4. Else

5. γ :=
‖rj−1‖22
‖rj−2‖22

6. pj := rj−1 + γ pj−1
7. EndIf

8. ζ :=
‖rj−1‖22

(Apj, pj)

9. xj := xj−1 + ζpj
10. rj := rj−1 − ζApj
11. If äîñòèãíóòà òî÷íîñòü Then âûéòè èç öèêëà

12. EndFor

Íà êàæäîì øàãå îñíîâíîãî öèêëà çàïèñàíîãî ìåòîäà âû÷èñëÿþòñÿ
ðîâíî äâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ. Êðîìå òîãî, õðàíåíèÿ òðåáóþò îäèí
âåêòîð ïðåäûäóùåãî íàïðàâëåíèÿ pj−1, ïðåäûäóùåå ïðèáëèæåíèå xj−1
è åãî íåâÿçêà rj−1. Âñå âìåñòå ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ
çàòðàò ïàìÿòè è âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì
D-Ëàíöîø.
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Îòìåòèì åùå ðàç âàæíûé ôàêò, êîòîðûé äîêàçàí ïðè ïîñòðîåíèè
ìåòîäà.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ k øàãîâ ìåòîäà CG ñïðà-
âåäëèâî ñâîéñòâî

span{r0, r1, . . . , rk−1} = span{p1, p2, . . . , pk} = Kk−1(r0, A).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèîííûé ïðîöåññ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäè-
åíòîâ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà èç íåâÿçîê. Îòñþäà,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñèñòåì ïîðÿäêà n áóäåò ïîëó÷åíî òî÷íîå
ðåøåíèå íå áîëåå, ÷åì çà n øàãîâ (â òî÷íîé àðèôìåòèêå).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó, ãàðàíòèðóþùóþ ìî-
íîòîííîå óáûâàíèå ïîãðåøíîñòè (ýòî áóäåò ñäåëàíî íèæå), ÷òî ïîçâî-
ëÿåò çàâåðøàòü ïðîöåññ ãîðàçäî ðàíüøå (ïðè k � n) è ðàññìàòðèâàòü
ìåòîä êàê èòåðàöèîííûé. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü AT = A > 0. Òîãäà ïîñëå m øàãîâ ìåòîäà CG
âåðíà îöåíêà

‖xm − x̄‖A ≤ 2

(√
ρ− 1
√
ρ+ 1

)m

‖x0 − x̄‖A,

ãäå ρ = cond2(A), x̄ � òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû.
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5. ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÀß ÎÐÒÎÃÎÍÀËÈÇÀÖÈß

5.1. Áèîðòîãîíàëèçàéèÿ Ëàíöîøà

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðîöåññå îðòîãî-
íàëèçàöèè Ëàíöîøà, îò ìåòîäîâ, ïîñòðîåííûõ íà ïðîöåññå îðòîãîíàëè-
çàöèè Àðíîëüäè, ÿâëÿåòñÿ îáúåì èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìûé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ î÷åðåäíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà èëè, ÷òî òî æå, î÷åðåäíîé ïîïðàâêè
ê ðåøåíèþ. Â òî âðåìÿ, êàê ïðîöåäóðà Àðíîëüäè òðåáóåò èñïîëüçîâà-
íèÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, àëãîðèòì Ëàíöîøà íà êàæäîì
øàãå ïðèìåíÿåò âñåãî ëèøü òðåõ÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ. ßñíî, ÷òî òàêàÿ
ãðàíäèîçíàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ñè-
ñòåìû.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü
ïîäîáíûå ýêîíîìè÷íûå ôîðìóëû. Îêàçûâàåòñÿ, íà íåãî ìîæíî äàòü ïî-
ëîæèòåëüíûé îòâåò, åñëè èçìåíèòü òðåáîâàíèÿ ê áàçèñó. Òî÷íåå ãîâîðÿ,
åñëè ñòðîèòü íå îäèí, íî ñðàçó äâà áàçèñà, ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìû âåêòîðîâ {vj} è {wj} (j = 1, . . . , n) íàçû-
âàþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè, åñëè

(vj, wk) = 0, ïðè j 6= k.

Âûâåäåì ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ïðîöåäóðå Àðíîëüäè. Âûáåðåì
äâà íà÷àëüíûõ âåêòîðà v1 è w1, òàêèå ÷òî (v1, w1) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óæå ïîñòðîåíû j âåêòîðîâ â êàæäîé èç áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì, è
áóäåì èñêàòü ñëåäóþùèå âåêòîðà â âèäå

vj+1 = Avj − αjvj − βjvj−1, (8)

wj+1 = ATwj − αjwj − βjwj−1. (9)

Ïðè ýòîì ôîðìàëüíî ïîëîæèì v0 = 0, w0 = 0.
Óìíîæèì ðàâåíñòâî (8) ñêàëÿðíî íà wj.

0 = (Avj, wj)− αj(vj, w,j).

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

αj =
(Avj, wj)

(vj, wj)
.

Òåïåðü óìíîæèì ðàâåíñòâî (8) ñêàëÿðíî íà wj−1.

0 = (Avj, wj−1)− βj(vj−1, wj−1).
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ βj, îäíàêî îíà áóäåò
ñîäåðæàòü íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ìàòðèöåé A. Åãî ìîæíî èñ-
êëþ÷èòü, âûïîëíèâ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïåðåáðîñèì ìàòðèöó â
ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè íà âòîðîé ìíîæèòåëü è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåí-
ñòâîì (9).

0 = (vj, A
Twj−1)− βj(vj−1, wj−1) =

= (vj, wj) + αj−1(vj, wj−1) + βj−1(vj, wj−2)− βj(vj−1, wj−1).

Ïîñêîëüêó âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ðàâíû
íóëþ, ïîëó÷àåì

βj =
(vj, wj)

(vj−1, wj−1)
.

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì áèîðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà

1. Âûáðàòü âåêòîðà v1, w1, òàêèå ÷òî (v1, w1) 6= 0,
ïîëîæèòü (ôîðìàëüíî) v0 = 0, w0 = 0, β1 = 0

2. For j = 1, . . . , n

3. αj =
(Avj, wj)

(vj, wj)

4. vj+1 = Avj − αjvj − βjvj−1
5. wj+1 = ATwj − αjwj − βjwj−1

6. βj+1 =
(vj+1, wj+1)

(vj, wj)

7. If βj+1 = 0 Then Âûéòè èç öèêëà EndIf

8. EndFor

Íàêîïëåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê ìîæåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî
ïîëó÷àåìûå ñèñòåìû âåêòîðîâ ïåðåñòàþò áûòü âçàèìíî îðòîãîíàëüíû-
ìè. Ýòà ñèòóàöèÿ îòñëåæèâàåòñÿ â ñòðîêå (7) àëãîðèòìà. Îòìåòèì ïðèí-
öèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ïðåæäåâðåìåííîãî ïðåêðàùåíèÿ ïðîöåññà â äâóõ
ñðàâíèâàåìûõ ïîäõîäàõ. Â ïðîöåäóðå îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè ïðåæ-
äåâðåìåííûé âûõîä èç öèêëà ÿâëÿåòñÿ «õîðîøèì» è ñâèäåòåëüñòâóåò îá
èñ÷åðïàíèè ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà. Â áèîðòîãîíàëèçàöèè Ëàí-
öîøà ñðûâ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êðèòè÷åñêîãî íàêîïëåíèÿ
îøèáîê. Ñóùåñòâóþò è ïðîäîëæàþò ðàçðàáàòûâàòüñÿ ìåòîäû, íàïðàâ-
ëåííûå íà ïðåîäîëåíèå òàêîé ñèòóàöèè. Îäíàêî íàèáîëåå ïðîñòûì âûõî-
äîì èç ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåçàïóñê, àíàëîãè÷íûé ðåñòàðòàì â ìåòî-
äàõ, îáñóæäàâøèõñÿ âûøå.
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Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íîâîãî àëãîðèòìà.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Àëãîðèòì áèîðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà ñòðî-
èò âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà Kn(A, v1) è
Kn(AT , w1) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóë
(8), (9).

Ââåäåì òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Tm =

α1 β2 0 · · · 0
1 α2 β3 · · · 0
0 1 α3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · αn

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

AVm = VmTm + vm+1e
T
m,

ãäå em � åäèíè÷íûé îðò ñ åäèíèöåé â ïîçèöè m.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (8) â âèäå

Avj = βjvj−1 + αjvj + vj+1.

Äîïîëíèì ìàòðèöó Vm ñïðàâà íóëåâûì ñòîëáöîì. Âûïîëíèì ïåðå-
ìíîæåíèå

v1 · · · vm 0 ·

α1 β2 0 · · · 0
1 α2 β3 · · · 0
0 1 α3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · αm

0 0 0 · · · 1

=

= v1 · · · vm ·

α1 β2 0 · · · 0
1 α2 β3 · · · 0
0 1 α3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · αm

= Vm Tm
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Ðàññìîòðèì äàëåå íóëåâóþ ìàòðèöó ïîðÿäêàm, äîïîëíåííóþ ñïðà-
âà âåêòîðîì-ñòîëáöîì vm+1. Âûïîëíèì ïåðåìíîæåíèå

0 · · · 0 0 vm+1 ·

α1 β2 0 · · · 0
1 α2 β3 · · · 0
0 1 α3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · αm

0 0 0 · · · 1

=

= 0 · · · 0 vm+1 = vm+1 · 0 0 · · · 0 1 = vm+1e
T
m.

Òàêèì îáðàçîì,

VmTm + vm+1e
T
m = v1 · · · vm vm+1 ·

α1 β2 0 · · · 0
1 α2 β3 · · · 0
0 1 α3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · αm

0 0 0 · · · 1

.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, j-é ñòîëáåö êîòîðîé
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

βjvj−1 + αjvj + vj+1.

Ñîãëàñíî (8) ýòî âûðàæåíèå ðàâíî Avj, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ j-ì ñòîëáöîì
ìàòðèöû AVm. Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 5.3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ATWm = WmT
T
m + cwm+1e

T
m,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñ òîé ëèøü

ðàçíèöåé, ÷òî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ìàòðè÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàâåí-
ñòâà (9).
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Óòâåðæäåíèå 5.4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

W T
mAVm = DmTm = T̃m,

ãäå Dm � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Óìíîæèì ðàâåíñòâî

AVm = VmTm + vm+1e
T
m,

ñëåâà íà ìàòðèöóW T
m è çàìåòèì, ÷òîW T

mVm åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,
ïîñêîëüêó ñîñòàâëåíà èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ wi íà vj. Ïî
òîé æå ïðè÷èíå ïðîèçâåäåíèå W T

mvm+1 äàåò íóëåâîé âåêòîð. Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

5.2. Ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü àááðåâèàòóðó BCG èëè BiCG (îò àíãë. Biconjugate Gradients).

Ïðåâðàùåíèå ïðîöåäóðû áèîðòîãîíàëèçàöèè â èòåðàöèîííûé ìå-
òîä ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (ìåòîä BCG) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ ìå-
òîäà CG íà îñíîâå ñèììåòðè÷íîé îðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèå
óòî÷íÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

x = x0 + Vmy,

ãäå y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

W T
mAVmy = βe1.

Â íàøåì ñëó÷àå

W T
mAVm = T̃m.

Êàê è â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, âîñïîëüçóåìñÿ LU ðàçëîæåíèåì
ìàòðèöû T̃m è ïðåäñòàâèì åå â âèäå

T̃m = LmUm.

Èç òðåõäèàãîíàëüíîñòè T̃m ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû Lm è Um áóäóò
äâóõäèàãîíàëüíûìè íèæíå- è âåðõíåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èõ ýëåìåíòîâ, èäåíòè÷íûå ñèììåòðè÷íîìó
ñëó÷àþ
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Lm =

1 0 0 · · · 0
µ2 1 0 · · · 0
0 µ3 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

, Un =

η1 β2 0 · · · 0
0 η2 β3 · · · 0
0 0 η3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · ηn

.

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

Pm = VmU
−1
m , P ∗m = WmL

−T
m = Wm(LT

m)−1.

×åðåç pk è p
∗
k áóäåì (êàê è âûøå) îáîçíà÷àòü ñòîëáöû ìàòðèö Pm

è P ∗m ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèñàâ åãî â ýê-

âèâàëåíòíîì âèäå PmUm = Vm.

p1 · · · pm−1 pm ·

η1 β2 0 · · · 0
0 η2 β3 · · · 0
0 0 η3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · βm
0 0 0 · · · ηm

= v1 · · · vm−1 vm .

Ðàñïèøåì ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïðîèçâåäåíèÿ

vm =
m∑
j=1

pjuj,m = βmpm−1 + ηmpm.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

pm = (vm − βmpm−1)/ηm.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå ðàâåíñòâî, ïåðåïèñàííîå â ýêâèâàëåíò-
íîì âèäå P ∗mL

T
m = Wm.

p∗1 · · · p∗m−1 p∗m ·

1 µ2 0 · · · 0
0 1 µ3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · µm
0 0 0 · · · 1

= w1 · · · wm−1 wm .
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Ðàñïèøåì ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïðîèçâåäåíèÿ

wm =
m∑
j=1

p∗jLj,m = µmp
∗
m−1 + p∗m.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

p∗m = wm − µmp∗m−1.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà ïðè ïîñòðîåíèè áàçèñà Vm ñëåäóåò

âûáèðàòü âåêòîð íåâÿçêè r0 = b − Ax0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r∗0 íà÷àëüíûé
âåêòîð äëÿ ïîñòðîåíèè áàçèñà Wm. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà AT íåâûðîæäå-
íà, âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð b∗, äëÿ êîòîðîãî r∗0 ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêîé
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ATx∗ = b∗. Ôàêòè÷åñêè, ìåòîä BCG, êîòîðûé áóäåò
ñåé÷àñ ïîñòðîåí, ãåíåðèðóåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé ê ðå-
øåíèÿì äâóõ ñèñòåì � ñ ìàòðèöåé A è ñ ìàòðèöåé AT . ×àñòî íà ïðàêòèêå
ðåøåíèå âòîðîé ñèñòåìû íå òðåáóåòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå åé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âåêòîðîâ íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð.

Óòâåðæäåíèå 5.5. Ïóñòü â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà
âûáðàíà íåâÿçêà v1 = r0 = b − Ax0. Òîãäà êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ íåâÿçêà
rm êîëëèíåàðíà ñîîòâåòñòâóþùåìó áàçèñíîìó âåêòîðó vm+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.2

AVm = VmTm + vm+1e
T
m,

÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæåíèå íåâÿçêè â âèäå

rm = b− Axm = b− A(x0 + Vmym) = (b− Ax0)− AVmym =

= r0 − VmTmym + vm+1e
T
m+1ym.

Çàìåòèì, ÷òî

VmTmym = Vmβe1 = βv1 = r0,

à âåëè÷èíà σ = eTm+1ym = (em+1, ym) åñòü ñêàëÿð. Òîãäà

rm = r0 − r0 + σvm+1.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 5.6. Ïóñòü ïåðâûé äâîéñòâåííûé áàçèñíûé âåêòîð
w1 = r∗0 = b∗ − ATx∗0 ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêîé ñèñòåìû ATx∗ = b∗ ñ íåêîòîðîé
ïðàâîé ÷àñòüþ b∗. Òîãäà êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ íåâÿçêà r∗m êîëëèíåàðíà ñî-
îòâåòñòâóþùåìó áàçèñíîìó âåêòîðó wm+1.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ

ATWm = WmT
T
m + cwm+1e

T
m.
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Óòâåðæäåíèå 5.7. Ïîñëå m øàãîâ àëãîðèòìà íåâÿçêè r0, r1, . . . ,
rm−1 è âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðà r∗0, r

∗
1, . . . , r

∗
m−1 (íåâÿçêè ñèñòåìû ñ

òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé) îáðàçóþò áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 5.5 è 5.6,

rj = αjvj+1, r∗k = βkwk+1,

ãäå αj è βk � íåêîòîðûå ñêàëÿðû. Òîãäà

(rj, r
∗
k) = αjβk(vj, wk) = 0 ïðè j 6= k,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ è ïåðåïèøåì åå â íîâûõ
îáîçíà÷åíèÿõ.

x = x0 + VmT̃
−1
m βe1 = x0 + VmU

−1
m L−1m βe1 = Pmzm,

ãäå zm = L−1m βe1. Îáîçíà÷àÿ (êàê è âûøå) ÷åðåç ζ1, ζ2, . . . , ζm êîìïîíåíòû
âåêòîðà zm, ïîëó÷àåì, ÷òî

x = x0 + Pmzm = x0 + ζ1p1 + ζ2p2 + . . .+ ζmpm.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ èòåðà-
öèîííîãî àëãîðèòìà

xj = xj−1 + ζjpj.

Óòâåðæäåíèå 5.8. Ïîñëå m øàãîâ àëãîðèòìà âåêòîðû p1, p2, . . . ,
pm è p∗1, p

∗
2, . . . , p

∗
m îáðàçóþò A-ñîïðÿæåííûå ñèñòåìû, òî åñòü

(Apk, p
∗
j) = 0 ïðè k 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî Pm = VmU
−1
m , P ∗m = WmL

−T
m .

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(P ∗m)TAPm = L−1m W T
mAVmU

−1
m = L−1m TmU

−1
m = L−1m LmUmU

−1
m = I.

Ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå (P ∗m)TAPm ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè èçîáðà-
çèòü â âèäå

(P ∗m)TAPm =

p∗1
p∗2
...

p∗m

· Ap1Ap2 · · · Apm
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Ðàâåíñòâî íóëþ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èçîáðàæåííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óñëîâèåì (Apk, p

∗
j) = 0 ïðè j 6= k, êîòîðîå òðåáîâà-

ëîñü äîêàçàòü.
Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ, êàê è ðàíüøå, îôîðìèì â âèäå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåáîëüøèõ øàãîâ.

1. Âûâåäåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íåâÿçîê. Äëÿ ýòîãî ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðèáëèæåíèé

xj = xj−1 + ζjpj

óìíîæèì íà ìàòðèöó A è âû÷òåì âåêòîð b:

Axj − b = Axj−1 − b+ ζjApj.

Èçìåíÿÿ çíàê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷àåì íóæíóþ ôîðìóëó

rj = rj−1 − ζjApj.
Êîýôôèöèåíò ζj íàéäåì èç óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê,

äëÿ ÷åãî äîìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà r∗j−1.

0 = (rj, r
∗
j−1) = (rj−1, r

∗
j−1)− ζj(Apj, r∗j−1),

îòêóäà

ζj =
(rj−1, r

∗
j−1)

(Apj, r∗j−1)
.

2. Íàéäåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ pj è p
∗
j . Êàê

áûëî óñòàíîâëåíî âûøå,

pj = (vj − βjpj−1)/ηj
p∗j = wj − µjpj−1.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 5.5 è 5.6, ïàðû âåêòîðîâ vj è rj−1, à òàêæå
wj è r∗j−1 êîëëèíåàðíû. Ïîýòîìó âåêòîð pj ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
âåêòîðà rj−1 è pj−1, à âåêòîð p

∗
j ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðà r∗j−1

è pj−1.
Òàê êàê äëèíû âåêòîðîâ pj è p

∗
j íå èìåþò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ, òî

ìîæíî ïîëîæèòü îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ â êàæäîé ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè ðàâíûì åäèíèöå è èñêàòü íîâûå íàïðàâëåíèÿ â âèäå

pj = rj−1 + γjpj−1. (10)

p∗j = r∗j−1 + γ∗j p
∗
j−1. (11)

Êîýôôèöèåíò γj íàéäåì èç óñëîâèÿ A-áèîðòîãîíàëüíîñòè, äëÿ ÷åãî
äîìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà Apj−1.

0 = (Apj−1, p
∗
j) = (Apj−1, r

∗
j−1) + γj(Apj−1, p

∗
j−1),
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îòêóäà âûâîäèì

γ∗j = −
(Apj−1, r

∗
j−1)

(Apj−1, p∗j−1)
.

3.Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Âî-ïåðâûõ,
äîìíîæàÿ (11) ñêàëÿðíî íà Apj, ïîëó÷àåì

(Apj, p
∗
j) = (Apj, r

∗
j−1) + γj(Apj, p

∗
j−1) = (Apj, r

∗
j−1).

Òàêèì îáðàçîì,

ζj =
(rj−1, r

∗
j−1)

(Apj, r∗j−1)
=

(rj−1, r
∗
j−1)

(Apj, p∗j)
.

Âî-âòîðûõ, èç ñâÿçè íåâÿçîê (íà ïðåäûäóùåì øàãå) èìååì

Apj−1 = − 1

ζj−1
(rj−1 − rj−2).

Ïîýòîìó

γ∗j =
1

ζj−1

(rj−1 − rj−2, r∗j−1)
(Apj−1, p∗j−1)

=
(Apj−1, p

∗
j−1)

(rj−2, r∗j−2)

(rj−1, r
∗
j−1)

(Apj−1, p∗j−1)
=

(rj−1, r
∗
j−1)

(rj−2, r∗j−2)
.

4. Îñòàåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû γj è ζ
∗
j â ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-

øåíèÿõ äëÿ pj è r
∗
j . Ïîêàæåì, ÷òî

ζj = ζ∗j , γj = γ∗j .

Áóäåì èñêàòü ñîïðÿæåííóþ íåâÿçêó â âèäå

r∗j = r∗j−1 − ζ∗jATp∗j .

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà rj−1 è âîñïîëüçîâàâøèñü áèîðòîãî-
íàëüíîñòüþ íåâÿçîê, ïîëó÷èì

0 = (r∗j , rj−1) = (r∗j−1, rj−1)− ζ∗j (ATp∗j , rj−1),

îòêóäà

ζ∗j =
(rj−1, r

∗
j−1)

(ATp∗j , rj−1)
.

Çàìåòèì, ÷òî

(ATp∗j , pk) = (p∗j , Apk) = 0 ïðè j 6= k.

Ïîýòîìó óìíîæåíèå ðàâåíñòâà (10) ñêàëÿðíî íà ATp∗j äàåò

(ATp∗j , pj) = (ATp∗j , rj−1).

Òàêèì îáðàçîì,

ζ∗j =
(rj−1, r

∗
j−1)

(ATp∗j , rj−1)
=

(rj−1, r
∗
j−1)

(ATp∗j , pj)
=

(rj−1, r
∗
j−1)

(Apj, p∗j)
= ζj.
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Ïåðâîå ðàâåíñòâî îáîñíîâàíî.

Äëÿ ïîèñêà γj óìíîæèì ðàâåíñòâî (10) ñêàëÿðíî íà ATp∗j−1.

0 = (ATp∗j−1, pj) = (ATp∗j−1, rj−1) + γj(A
Tp∗j−1, pj−1),

îòêóäà

γj = −
(ATp∗j−1, rj−1)

(ATp∗j−1, pj−1)
.

Âåëè÷èíó ATp∗j−1 âûðàçèì èç ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ ñîïðÿ-
æåííûõ íåâÿçîê

ATp∗j−1 = − 1

ζ∗j−1
(r∗j−1 − r∗j−2).

Ïîýòîìó

γj =
1

ζ∗j−1

(rj−1 − rj−2, r∗j−1)
(ATp∗j−1, pj−1)

=
1

ζj−1

(rj−1, r
∗
j−1)

(Apj−1, p∗j−1)
= γ∗j .

Âûâîä ôîðìóë çàâåðøåí. Çàïèøåì èõ â âèäå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì BiCG
1. Âû÷èñëèòü r0 := b− Ax0,

âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð r∗0 : (r0, r
∗
0) 6= 0

2. p1 := r0, p∗1 := r∗0
3. For j = 1 . . . n

4. ζ :=
(rj−1, r

∗
j−1)

(Apj, p∗j)
5. xj := xj−1 + ζpj
6. rj := rj−1 − ζApj
7. r∗j := r∗j−1 − ζATp∗j
8. If äîñòèãíóòà òî÷íîñòü then âûéòè èç öèêëà

9. γ :=
(rj, r

∗
j )

(rj−1, r∗j−1)
10. pj+1 := rj + γpj
11. p∗j+1 := r∗j + γp∗j
12. EndFor

Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ ìåòîäà BCG ÿâëÿ-
åòñÿ ñëîæíûì è äî êîíöà íå ðåøåííûì âîïðîñîì. Áîëüøóþ òðóäíîñòü
ñîçäàåò îòñóòñòâèå ïðîñòûõ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íà
ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, îòñëåæèâàþò ïîâåäåíèå íåâÿçêè. Îäèí èç ïðî-
ñòåéøèõ âàðèàíòîâ óñëîâèÿ âûõîäà � óìåíüøåíèå âåëè÷èíû íåâÿçêè â
çàäàííîå êîëè÷åñòâî ðàç îòíîñèòåëüíî åå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ.
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