
Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùèé ñáîðíèê âêëþ÷åíû çàäàíèÿ íà êóðñîâûå ðàáîòû ïî ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäàì. Êàæäàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå è ìî-
äåëèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ èëè òåõíè÷åñêîãî ïðî-
öåññà, îïèñûâàåìîãî òîé èëè èíîé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Âñå ðàáîòû ñîñòîÿò èç íàáîðà ïîäçàäà÷, òðåáóþùèõ ïðèìåíåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïåðâûé (áàçîâûé) ìåòîä âî âñåõ âàðèàíòàõ �
ýòî òîò èëè èíîé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Áåç åãî ðåàëè-
çàöèè çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â ïðèíöèïå. Ïîñëåäóþùèå ïîäçàäà÷è
îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â íåêîòîðûõ âà-
ðèàíòàõ � ýòî ìåòîäû ïîèñêà êîðíÿ ôóíêöèè, â äðóãèõ � èíòåðïîëÿöèÿ,
è òàê äàëåå. Âñåãäà ìîæíî òàê ïåðåôîðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó, ÷òî
ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ïîòðåáóåò îïðåäåëåííîé èçîáðåòàòåëü-
íîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ îäíîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðîâàííî ïîäõîäèòü ê
îöåíèâàíèþ ðàáîòû, ñ äðóãîé, ïîäñòðàèâàòü óðîâåíü ñëîæíîñòè ðàáîòû
ïîä óðîâåíü ñòóäåíòà. Îáÿçàòåëüíîé ÷àñòüþ çàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëå-
íèå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ïî ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ è ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è â âèäå ãðàôèêîâ, òàáëèö è ò.ï.
Ïðèìåð îðãàíèçàöèè ðàáîòû îïèñàí â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ñáîðíèêà.

Îáúåìó ïîëíîöåííîé êóðñîâîé ðàáîòû ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèå âñåõ
ïîäçàäà÷, âêëþ÷åííûõ â êàæäûé ïóíêò çàäàíèÿ.
Àâòîðû ïðåäïîëàãàþò òàêæå èñïîëüçîâàòü äàííûé ñáîðíèê íå òîëüêî

äëÿ êóðñîâûõ ðàáîò, íî è äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ó÷åáíûõ çàíÿòèé. Ïåð-
âûå ïóíêòû çàäàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàìêàõ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò
ïî èçó÷åíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Íà ÷àñòè çà-
äàíèé ìîæíî îòðàáàòûâàòü íàâûêè ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèé
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñòîðîíà, ñâÿçàííàÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêîé, îòñòóïàåò íà âòîðîé ïëàí. Â êà÷åñòâå ìåòîäà ìîæíî âû-
áðàòü ëþáîé ñòàíäàðòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è è ñîñðåäîòî÷èòü óñèëèÿ
íà ïðîãðàììèñòñêèõ àñïåêòàõ.
Ïîñòàíîâêè çàäà÷, âêëþ÷åííûõ â ñáîðíèê, íå ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíû-

ìè. ×àñòü èç íèõ çàèìñòâîâàíà èç èçâåñòíûõ ó÷åáíèêîâ, ÷àñòü � èç ìå-
òîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê êîëëåã. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷
íåâîçìîæíî óêàçàòü ïåðâîèñòî÷íèê. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è íà-
ñòîëüêî èçâåñòíû, ÷òî èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîëüê-
ëîðà. Íî â ëþáîì ñëó÷àå àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü òåì, êòî
ðàçðàáàòûâàë ýòè ïîñòàíîâêè äî íèõ.
Íåñìîòðÿ íà èçâåñòíîñòü ïîñòàíîâîê äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ íàáîðû

âû÷èñëèòåëüíûõ çàäàíèé, äîïîëíÿþùèå èõ, ÿâëÿþòñÿ àâòîðñêèìè.
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Äâèæåíèå â àòìîñôåðå Çåìëè (áàëëèñòèêà)

1. Ðàçëåò îñêîëêîâ

Äâèæåíèå òåëà, áðîøåííîãî (çàïóùåííîãî) ïîä óãëîì ê ãîðèçîíòó ìî-
æåò áûòü îïèñàíî ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x′ = v cos θ + w,

y′ = v sin θ,

θ′ = −g
v

cos θ,

mv′ = −D −mg sin θ

Çäåñü x(t), y(t) � òåêóùèå êîîðäèíàòû òåëà, v(t) � ñêîðîñòü ïîëåòà,
θ(t) � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè è ëèíèåé ãîðèçîíòà, m � ìàñ-
ñà òåëà, w � ñèëà âåòðà, g = 9.81 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-

íèÿ, D = cρ0
sv2

2
� àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, â êîòîðîì c ≤ 1

� êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, s � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåëà,
ρ0 = 1.29 êã/ì3 � ïëîòíîñòü âîçäóõà íà óðîâíå ìîðÿ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàçëåò îñêîëêîâ ïðè òî÷å÷íîì âçðûâå

íà ïîâåðõíîñòè çåìëè.

1. Çàäàéòå ìàññó m è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x, y, θ, v. Ðåøèòå ÷èñëåííî
ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó Êîøè, ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò
âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ (â ïëîñêîñòè (x, y)). Âû÷èñ-
ëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü ïðè äîñòèæåíèè òåëîì ïîâåðõíîñòè çåìëè.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîíå÷íîé ñêîðîñòè, äàëüíîñòè è

âðåìåíè ïîëåòà îò óãëà âûëåòà θ0 ∈ [0, π/2). Ïðè ýòîì äàëüíîñòü ïîëåòà
äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå εx = 0.001. Ïîñòðîéòå òàêæå
ôàçîâûé ïîðòðåò (òðåêòîðèè ïîëåòà) âñåõ îñêîëêîâ.
3. Îïðåäåëèòå ñ òî÷íîñòüþ εθ = 0.01 âåëè÷èíó óãëà âûëåòà θ0, ïðè

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà.
4. Äîáàâüòå â ìîäåëü ó÷åò èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè âîçäóõà ñ âûñîòîé ïî

áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëå ρ(y) = ρ0 exp(−y/8000), ãäå y � âûñîòà â ìåò-
ðàõ. Íàéäèòå çàíîâî îòâåòû íà âîïðîñû 2 è 3. Ñðàâíèòå èõ ñ ïðåäûäó-
ùèìè ðåçóëüòàòàìè.
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2. Çàòÿæíîé ïðûæîê

Òîðìîæåíèå ñâîáîäíî ïàäàþùåãî â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå àòìîñôåðû
òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

my′′ = −mg +D.

Çäåñü y(t) � òåêóùàÿ âûñîòà òåëà, g = 9.81 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíî-

ãî ïàäåíèÿ, D = cρ
sv2

2
� àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, â êîòîðîì

c � êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, s � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåëà,
ρ � ïëîòíîñòü âîçäóõà, ðàâíàÿ íà óðîâíå ìîðÿ ρ0 = 1.29 êã/ì3.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïàðàøþòèñòà, ñîâåðøàþùåãî çàòÿæíîé ïðûæîê

ñ âûñîòû y(0) = H. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàøþò íà÷èíàåò ðàñêðûâàòüñÿ â
ìîìåíò âðåìåíè tp è ðàñêðûâàåòñÿ â òå÷åíèå T ñåê. Òîãäà äëÿ ïëîùàäè
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èìååì

s =


s0, t ≤ tp,

s0 +
s1 − s0
T

· (t− tp), tp < t ≤ tp + T,

s1 t > tp + T

Òàêæå áóäåì ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå ïëîòíîñòè âîçäóõà ñ âûñîòîé ïî
áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëå

ρ(y) = ρ0 exp(−y/8000),

ãäå y � âûñîòà â ìåòðàõ.
Ïóñòü H = 3 êì, m = 80 êã, s0 = 0.3 ì2, s1 = 60 ì2, c = 0.95.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ (âûñîòû, ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ) îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò â ïåðåìåííûõ (âûñîòà,
ñêîðîñòü). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü ïðè äîñòèæåíèè ïàðàøþòè-
ñòîì ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ïðè ýòîì êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü (ñêîðîñòü ïðèçåì-
ëåíèÿ) äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå εv = 0.001.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïðèçåìëåíèÿ îò ìîìåíòà

ðàñêðûòèÿ ïàðàøþòà tp.
3. Îïðåäåëèòå ñ òî÷íîñòüþ εt = 0.01 ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå t0, îáåñ-

ïå÷èâàþùåå áåçîïàñíóþ ñêîðîñòü ïðèçåìëåíèÿ vL = 6 ì/ñ.
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3. Äåòåêòèâíûé ñþæåò

Øïèîí óêðàë ÷åðòåæè è ïûòàåòñÿ ñêðûòüñÿ ñ íèìè íà ïðÿìîëèíåéíî
äâèæóùåéñÿ ëîäêå. Íî îí îáíàðóæåí ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî áåñøóìíîãî
âåðòîëåòà, êîòîðûé óæå çàâèñ íàä ëîäêîé è äâèæåòñÿ íàä íåé íà ïîñòî-
ÿííîé âûñîòå 1000 ìåòðîâ è ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ. Â âûáðàííîé
òî÷êå àãåíò ñïðûãíåò ñ âåðòîëåòà è íåìåäëåííî ðàñêðîåò ïàðàøþò. Îí
îïóñòèòñÿ íà ëîäêó, çàõâàòèò øïèîíà, âåðíåò ÷åðòåæè è çàâåðøèò ñþæåò.
Ïðûæîê àãåíòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé.{

x′′(t) = [w(y)− x′(t)]ψ,
y′′(t) = −g − y′(t)ψ,

ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, x è y � ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå
è âûñîòà ïàðàøþòèñòà, w(y) � ñêîðîñòü âåòðà íà âûñîòå y, à ôóíêöèÿ

ψ = α
√

[w(y)− x′(t)]2 + [y′(t)]2. Ïàðàìåòð α îïðåäåëÿåòñÿ àýðîäèíàìè-

÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïàðàøþòà. Ïðèìåì åãî ðàâíûì 0.6.
Ê ñîæàëåíèþ, òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè w(y) íåèçâåñòíî, è åãî íóæ-

íî ïðèáëèæàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âåðòî-
ëåò îñíàùåí êàëèáðàòîðîì, ñïîñîáíûì èçìåðÿòü ñêîðîñòü âåòðà íà 100-
ìåòðîâûõ èíòåðâàëàõ ïî âñåé âûñîòå. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé (â ì/ñ) ïðè-
âåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

âûñîòà 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

ñêîðîñòü -8.8 -9.2 -10.2 -12.2 -19.3 -17.6 -6.8 -1.8 1.2 2.3 3.6

Èçìåðåíèÿ êàëèáðàòîðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóáè÷å-
ñêîãî ñïëàéíà, èíòåðïîëèðóþùåãî w(y).
Ïóñòü ëîäêà ðàñïîëîæåíà â òî÷êå x = 0, y = 0, à âåðòîëåò ðàñïîëîæåí

âäîëü ëèíèè y = 1000. Â äîïîëíåíèå, ïèëîò ìîæåò âûáðàòü íàïðàâëåíèå
òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ìîìåíò ïðûæêà íå áóäåò âñòðå÷íîãî âåòðà.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò
â ïåðåìåííûõ (x, y). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü ïðè äîñòèæåíèè
ïàðàøþòèñòîì ïîâåðõíîñòè çåìëè.
2. Îïðåäåëèòå ïîçèöèþ âäîëü îñè y = 1000, ãäå äîëæåí ñîñòîÿòüñÿ

ïðûæîê, ñêîðîñòü óäàðà, ñ êîòîðîé àãåíò óäàðèòñÿ î ëîäêó è âðåìÿ ñíè-
æåíèÿ ïàðàøþòà.
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4. Ïàðèæñêàÿ ïóøêà

Èñòîðèÿ ðàññêàçûâàåò, ÷òî â 1918 ã. âî âðåìÿ Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû
äëÿ àðòèëëåðèéñêèõ îáñòðåëîâ Ïàðèæà áûëà ñêîíñòðóèðîâàíà ãèãàíò-
ñêàÿ ïî òåì âðåìåíàì ïóøêà êàëèáðà 200 ìì, ñòðåëÿâøàÿ ñíàðÿäàìè
ìàññîé 104 êã ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ âûëåòà 1800 ì/ñ.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñíàðÿäà ýòîé ïóøêè ñ ó÷åòîì ñîïðîòèâëåíèÿ

âîçäóõà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ) áóäóò èìåòü âèä{

mx′′ = −k
√

(x′)2 + (y′)2 · x′,
my′′ = −mg − k

√
(x′)2 + (y′)2 · y′.

Çäåñü y(t) � òåêóùàÿ âûñîòà òåëà, g = 9.81 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî

ïàäåíèÿ, k = cρ
sv2

2
� êîýôôèöèåíò òîðìîæåíèÿ, â êîòîðîì c � êîýôèöè-

åíò ñîïðîòèâëåíèÿ (äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñíàðÿäà c = 0.2), s � ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåëà, ρ � ïëîòíîñòü âîçäóõà.
Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíî, ÷òî äàëü-

íîñòü ïîëåòà ñíàðÿäîâ âû÷èñëÿåòñÿ íåïðàâèëüíî, åñëè íå ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè âîçäóõà ñ âûñîòîé. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïëîòíîñòü âîçäóõà èçìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé ïî áàðîìåòðè÷åñêîé
ôîðìóëå

ρ(y) = ρ0 exp(−y/8000),

ãäå y � âûñîòà â ìåòðàõ, ρ0 = 1.29 êã/ì3 � ïëîòíîñòü âîçäóõà íà óðîâíå
ìîðÿ.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äàëüíîñòè, âûñîòû è ñêîðîñòè îò âðåìåíè. à òàêæå
ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ â ïåðåìåííûõ (äàëüíîñòü, âûñîòà), ò.å. òðàåê-
òîðèþ ñíàðÿäà. Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü ïðè äîñòèæåíèè ñíàðÿ-
äîì ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ïðè ýòîì äàëüíîñòü ïîëåòà äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ
ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå εx = 0.001.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîíå÷íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è

äàëüíîñòè ïîëåòà îò óãëà âûëåòà α0 ∈ [0, π/2).
3. Îïðåäåëèòå ñ òî÷íîñòüþ εα = 0.01 âåëè÷èíó óãëà âûëåòà α0, ïðè

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà.
4. Ñðàâíèòå íàéäåííóþ ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ñ äàëüíîñòüþ, ðàñ-

ñ÷èòàííîé áåç ó÷åòà èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè âîçäóõà (ïðè òîì æå óãëå âû-
ëåòà).
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5. Ðåàêòèâíûé ñíàðÿä

Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå òåëà ó ïîâåðõíîñòè çåìëè îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé
òÿæåñòè F = mg, ñèëîé ðåàêòèâíîé òÿãè P = λu, ïðîïîðöèîíàëüíîé
ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ ãàçîâ èç ñîïëà äâèãàòåëÿ u è ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ
âîçäóõà Fc = −cv, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà. Â äåêàð-
òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ èìåþò âèä
m(t)x′′ = λu

x′√
(x′)2 + (y′)2

− c
√

(x′)2 + (y′)2 · x′,

m(t)y′′ = −mg + λu
y′√

(x′)2 + (y′)2
− c
√

(x′)2 + (y′)2 · y′,
ïðè t ≤ tm,

{
mkx

′′ = −c
√

(x′)2 + (y′)2 · x′,
mky

′′ = −mkg − c
√

(x′)2 + (y′)2 · y′,
ïðè t > tm,

Çäåñü g = 9.81ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, c � êîýôèöèåíò
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà (çàâèñèò îò ãåîìåòðèè òåëà), λ � ðàñõîä òîïëèâà
â ñåêóíäó, u � ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ èç ñîïëà äâèãàòåëÿ.
Îñîáåííîñòüþ äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàññà òåëà èçìåíÿåò-

ñÿ ñî âðåìåíåì. Ïóñòü ñíàðÿä èìååò ñîáñòâåííóþ ìàññó mk è çàïðàâëåí
òîïëèâîì ìàññîé mf . Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ (ñòàðòîâàÿ) ìàññà ñíà-
ðÿäà m0 = mk +mf . Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàñõîä òîïëèâà � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà,
à äâèãàòåëü ðàáîòàåò ïîñòîÿííî ñ ìîìåíòà ñòàðòà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîë-
íàÿ ìàññà ñíàðÿäà áóäåò ëèíåéíî óìåíüøàòüñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè tm
(â êîòîðûé âåñü çàïàñ òîïëèâà áóäåò èçðàñõîäîâàí), à ïîñëå ýòîãî ñòàíåò
êîíñòàíòîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìîìåíò âðåìåíè tm = mf/λ.
Ïóñòü m0 = 120 êã, mk = 15 êã, λ = 10 êã/ñ, u = 1800 ì/ñ, c =

0.0075 êã/ì, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0 = 20 ì/ñ.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äàëüíîñòè, âûñîòû è ñêîðîñòè ñíàðÿäà îò âðåìåíè,
à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò â ïåðåìåííûõ (âûñîòà, ñêîðîñòü). Âû÷èñëåíèÿ
ñëåäóåò âåñòè äî äîñòèæåíèÿ ñíàðÿäîì ïîâåðõíîñòè çåìëè. Äàëüíîñòü
ïîëåòà äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå εx = 0.001.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè äàëüíîñòè ïîëåòà îò ìàññû çàïðàâ-

ëåííîãî òîïëèâà mf ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè óãëà âûëåòà α.
3. Íàéäèòå ñ òî÷íîñòüþ εf = 0.01 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàññû òîïëè-

âà mf , ïðè êîòîðîì äàëüíîñòü ïîëåòà ñíàðÿäà ðàâíà íåêîòîðîé çàäàííîé
âåëè÷èíå L .
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6. Óïðóãèé ìÿ÷

Ìÿ÷ áðîøåí ñ âûñîòûH0 áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Äîñòèãíóâ ïîâåðõíî-
ñòè çåìëè, îí óïðóãî îòñêàêèâàåò. Ïîêà âûñîòà ìÿ÷à x(t) ïîëîæèòåëüíà,
åå èçìåíåíèå îïèñûâàåòñÿ î÷åâèäíûìè óðàâíåíèÿìè{

x′ = v,

v′ = −g,
ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (êîíñòàíòà).
Åñëè óäàð î ïîâåðõíîñòü çåìëè � àáñîëþòíî óïðóãèé, òî â ìîìåíò óäàðà

ñêîðîñòü èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, íî ñîõðàíèò ñâîå çíà÷åíèå
ïî ìîäóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå ìÿ÷ ïîäíèìåòñÿ âíîâü íà èñõîäíóþ âûñîòó è
âñå ïîâòîðèòñÿ ñíà÷àëà. Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè â ìîìåíò óäàðà ìÿ÷
òåðÿåò ÷àñòü ñâîåé ýíåðãèè.
Äëÿ îïèñàíèå ýòèõ ïîòåðü ââåäåì êîýôôèöèåíò ïîòåðè k è áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî â òîò ìîìåíò, êîãäà x(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü, çíà÷åíèå ñêîðîñòè
èçìåíÿåò çíàê è ñòàíîâèòñÿ ðàâíî −kv(t) (êîýôôèöèåíò 0 < k < 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ñòåïåíè óïðóãîñòè óäàðà î çåìëþ).

Çàìå÷àíèå. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ îä-

íîé èç êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ìîæíî çàíîâî îáðàòèòüñÿ ê ïðîöåäóðå ðå-

øåíèÿ ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

1. Âûâåäèòå çàäàííóþ ñèñòåìó ÎÄÓ èç çàêîíîâ ìåõàíèêè.
2. Ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè, íàéäèòå åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîñòðîéòå

ãðàôèê çàâèñèìîñòè âûñîòû ìÿ÷à îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò
â ïåðåìåííûõ (âûñîòà, ñêîðîñòü). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò âåñòè äî çàäàí-
íîãî ïîëüçîâàòåëåì êîëè÷åñòâà îòñêîêîâ îò çåìëè. Ïðè ýòîì âûñîòà ïî-
ñëåäíåãî ïðûæêà äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå εx = 0.001.
3. Äëÿ çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé âûñîòû H = 4 ì è êîýôôèöèåíòà k = 0.7

îïðåäåëèòü ìîìåíòû ïåðâûõ äåñÿòè óäàðîâ î çåìëþ è âûñîòû ïåðâûõ
äåñÿòè ïðûæêîâ.
4. Íàéòè ñ òî÷íîñòüþ εt = 10−4 ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé áóäåò â 5-é

ðàç äîñòèãíóòà âûñîòà H0/2.
5. Íàéäèòå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîòåðè k, ïðè êîòîðîì âûñîòà N -

ãî ïðûæêà (N çàäàåò ïîëüçîâàòåëü) ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 1% íà÷àëüíîé
âûñîòû ìÿ÷à.
6. Ðåøèòü òó æå çàäà÷ó, èçìåíèâ ìîäåëü óäàðà î çåìëþ íà ñëåäóþùóþ.

Â òîò ìîìåíò, êîãäà x(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü, çíà÷åíèå ñêîðîñòè èçìåíÿåò
çíàê è ñòàíîâèòñÿ ðàâíî −k|v(t)|0.9.
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Äâèæåíèå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå

7. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå

Äâèæåíèå òî÷å÷íîãî òåëà ìàññûm â ïîëå òÿãîòåíèÿ, ñîçäàâàåìîì ìàñ-
ñîé M îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ, ðàâíîé

−→
F = γMmrα

−→r
r
,

ãäå r =
√
x2 + y2 � ðàäèóñ-âåêòîð òåëà (x è y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû

â ñèñòåìå ñ öåíòðîì êîîðäèíàò, ðàñïîëîæåííîì â öåíòðå ïðèòÿæåíèÿ).
Â êëàññè÷åñêîé Íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêå ïîêàçàòåëü α = −2. Ãðàâèòà-

öèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ γ = 6.67 · 10−11ì3/(êã · ñ3).
Ïóñòü m = 1 è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òåëî íàõîäèòñÿ íà

ðàññòîÿíèè R0 è èìååò ñêîðîñòü v0, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ðàäèóñ-âåêòîðó.
Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ïðèòÿæåíèÿ âîçüìåì Çåìëþ, íî áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî âñÿ åå ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðå (ìàññà ÇåìëèMÇ = 5, 974·1024êã,
ðàäèóñ Çåìëè RÇ = 6371êì).

1. Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òåëà. Èñïîëüçóÿ
óêàçàííûå âûøå íà÷àëüíûå äàííûå, ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû ÎÄÓ.
2. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ â ïåðåìåí-
íûõ (x, y). (Íà ôàçîâîì ïîðòðåòå èçîáðàçèòå îêðóæíîñòü-Çåìëþ.) Ïðè
äîñòèæåíèè ñïóòíèêîì ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè ïðè óäàëåíèè åãî äàëåå
100R0 âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü è âûäàâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óâå-
äîìëåíèå.
3. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ

öåëüþ âûÿñíåíèÿ åãî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå
îïðåäåëèòå ïåðèîä âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Çíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà âðàùåíèÿ.
4. Äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè îïðåäåëÿéòå ñòåïåíü åå áëèçîñòè

ê îêðóæíîñòè (ìåðó áëèçîñòè îïðåäåëèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).
5. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ïîèñêà âåëè÷èíû íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïðè

êîòîðîé îðáèòà ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé.
6. Ïðîìîäåëèðîâàòü äâèæåíèå ñïóòíèêà ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðà α.
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8. Ïðèòÿæåíèå äâóõ òåë

Ñôåðè÷åñêèå îäíîðîäíûå òåëà ìàññàìè m è M ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê
äðóãó ñ ñèëîé

F = γ
mM

R2
,

íàïðàâëåííîé âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû òåë. Çäåñü R � ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè òåë, γ = 6.67·10−11ì3/(êã·ñ3) � ãðàâèòàöèîííàÿ
ïîñòîÿííàÿ.
Â êà÷åñòâå ñèñòåìû òàêèõ òåë ðàññìîòðèì ñèñòåìó Çåìëÿ � Ëóíà. Äëÿ

íååM = MÇ = 5, 974·1024 êã,m = mË = 7, 348·1022 êã, ñðåäíåå ðàñòîÿíèå
R0 = 384400 êì (rÇ = 6371 êì, rË = 1737 êì).
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òåëà èìåþò íà÷àëüíûå ñêî-

ðîñòè V0 (Çåìëÿ) è v0 (Ëóíà), íàïðàâëåííûå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû òåë.

1. Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò öåíòðîâ îáîèõ òåë.
Íà÷àëî êîîðäèíàò óäîáíî ïîìåñòèòü â öåíòð ìàññ ñèñòåìû, îñü X íàïðà-
âèòü â ñòîðîíó Çåìëè. Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå âûøå íà÷àëüíûå äàííûå,
ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÎÄÓ.
2. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ. (Íà ôà-
çîâîì ïîðòðåòå èçîáðàçèòå Çåìëþ è Ëóíó â âèäå îêðóæíîñòåé.) Ïðè
ñîïðèêîñíîâåíèè òåë ïîâåðõíîñòÿìè èëè ïðè óäàëåíèè äðóã îò äðóãà äà-
ëåå 100R0 âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü è âûäàâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå
óâåäîìëåíèå.
3. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ

öåëüþ âûÿñíåíèÿ åãî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå
îïðåäåëèòå ïåðèîä âðàùåíèÿ ñèñòåìû. Çíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà âðàùåíèÿ.
4. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ïåðåñ÷åòà ïîëîæåíèÿ Ëóíû â ñèñòåìó êîîð-

äèíàò, ñâÿçàííóþ ñ íåïîäâèæíîé Çåìëåé. Ïîñòðîéòå ôàçîâûé ïîðòðåò
ðåøåíèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (x̃Ë, ỹË).
5. Ïðîìîäåëèðóéòå äâèæåíèå ñèñòåìû òåë ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ìàññû

ìåíüøåãî èç íèõ (ëåãêàÿ èëè òÿæåëàÿ ëóíà). Â òîì ÷èñëå ðàññìîòðèòå
ñëó÷àé äâóõ òåë ðàâíîé ìàññû.
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9. Êîìåòà Ãàëëåÿ

Î÷åðåäíîé âåõîé â èññëåäîâàíèè êîñìîñà ñòàë 1986 ãîä. 9 ôåâðàëÿ òî-
ãî ãîäà êîìåòà Ãàëëåÿ ïðîõîäèëà ñâîé ïåðèãåëèé (áëèæàéøóþ ê Ñîëíöó
òî÷êà îðáèòû). Íà âñòðå÷ó ñ íåé áûëè íàïðàâëåíû äâå ñîâåòñêèå ìåæ-
ïëàíåòíûå ñòàíöèè Âåãà-1 è Âåãà-2 è åâðîïåéñêèé çîíä Äæîòòî.
Ïîïðîáóåì ðàññ÷èòàòü óïðîùåííóþ òðàåêòîðèþ êîìåòû. Äëÿ îïèñà-

íèÿ åå äâèæåíèÿ ââåäåì òðåõìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò. Â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàñïîëîæèì Ñîëíöå. Êîîðäèíàòû
p = (x, y, z) è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè v = (vx, vy, vz) êîìåòû Ãàëëåÿ â
ïåðèãåëèè áûëè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

p0 = (0.325514,−0.459460, 0.166229),

v0 = (−9.096111,−6.916686,−1.305721).

Ðàññòîÿíèå çäåñü âûðàæåíî â àñòðîíîìè÷åñêèõ åäèíèöàõ äëèíû (à.å.), à
âðåìÿ � â ãîäàõ. Ïðè ýòîì òî÷íîå çíà÷åíèå à.å. (â ìåòðàõ), ñâÿçàííîå ñî
ñïåöèàëüíûì óñðåäíåíèåì ðàññòîÿíèÿ îò Çåìëè äî Ñîëíöà, íå òðåáóåò-
ñÿ. Â óêàçàííûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
êîìåòû èìåþò âèä 

d2x

dt2
= −µ x

r3
,

d2y

dt2
= −µ y

r3
,

d2z

dt2
= −µ z

r3
,

ãäå r =
√
x2 + y2 + z2, µ = 4π2. Âëèÿíèå ïëàíåò íà îðáèòó êîìåòû ñ÷è-

òàåòñÿ çäåñü íåñóùåñòâåííûì (õîòÿ ýòî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå óïðîùåíèå).

1. Ðåøèòå ÷èñëåííî ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó Êîøè, ïîñòðîéòå ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûå ïîðòðåòû
ðåøåíèÿ (ò.å. ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòè yz, xy è xz).
2. Îïðåäåëèòå äàòó ïðîõîæäåíèÿ êîìåòû ÷åðåç àôåëèé (íàèáîëåå óäà-

ëåííóþ îò Ñîëíöà òî÷êó îðáèòû). Îïðåäåëèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå êîìåòà
ñíîâà âåðíåòñÿ â ïåðèãåëèé.
3. Ïðîàíàëèçèðóéòå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íà ïðåäìåò åãî ïåðèîäè÷íî-

ñòè Ïðåäëîæèòå ñïîñîá è îïðåäåëèòå ñ åãî ïîìîùüþ ïåðèîä îáðàùåíèÿ
êîìåòû. Ñîïîñòàâüòå íàéäåííûé ïåðèîä ñ äàòàìè íàáëþäåíèÿ êîìåòû àí-
ãëèéñêèì àñòðîíîìîì Ý. Ãàëëååì è èòàëüÿíñêèì æèâîïèñöåì Äæîòòî, à
òàêæå ñ íåïîñðåäñòâåííûì ðàñ÷åòîì íàçàä ïî âðåìåíè.
4. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî â ï. 3 ïåðèîäà.
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10. Ïðèëóíåíèå

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ñáëèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ñ Ëóíîé â óñëî-
âèÿõ, êîãäà ïðèòÿæåíèåì äðóãèõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü. Â ýòèõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå àïïàðàòà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ëóííîé
ñèëîé òÿæåñòè F = mg, äëÿ êîòîðîé g = 1.62 ì/ñ2, à òàêæå ñèëîé òÿãè
ñîáñòâåííîãî ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ àïïàðàòà.
Ïóñòü íà÷àëüíàÿ ìàññà àïïàðàòàm0 = 100 êã è îíà óìåíüøàåòñÿ ïî ìå-

ðå ðàñõîäà òîïëèâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàïàñ òîïëèâà ðàâåímF = 100 êã.
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 àïïàðàò íàõîäèòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè R0 = 10 000 êì îò öåíòðà Ëóíû (ðàäèóñ Ëóíû RË = 1737 êì) è
èìååò ñêîðîñòü v0, íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ íà

Ëóíó. Ðàñõîä òîïëèâà â åäèíèöó âðåìåíè
dµ

dt
= q = const ìîæåò çàäà-

âàòüñÿ íà íóæíîì óðîâíå. Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ðàáî÷èõ ãàçîâ èç ñîïëà
ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ ïðèìåðíî ðàâíà u = 2 êì/ñ. Äâèãàòåëü âêëþ-
÷àåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ñîçäàåò òîðìîçÿùåå óñèëèå äî
ìîìåíòà ïðèëóíåíèÿ èëè äî ïîëíîãî èçðàñõîäîâàíèÿ òîïëèâà.

Çàäàíèå.

1. Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò àïïàðàòà. Èñïîëü-
çóÿ óêàçàííûå âûøå íà÷àëüíûå äàííûå, ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïî-
ëó÷åííîé ñèñòåìû ÎÄÓ.
2. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ (òðàåêòîðèþ
àïïàðàòà). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò âåñòè äî ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ ëóííîé ïî-
âåðõíîñòè.
3. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëíîé ìàññû çàòðà÷åííîãî òîïëèâà

µF îò ðàñõîäà q äëÿ ïðèëóíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ëóííîé ïîâåðõ-
íîñòè. Ïðè ýòîì âûäàâàéòå èíôîðìàöèþ (íàïðèìåð, öâåòîì ãðàôèêà)
î òîì, áûëà ëè ïîñàäêà ìÿãêîé, èñõîäÿ èç áåçîïàñíîé ñêîðîñòè óäàðà î
ïîâåðõíîñòü 10 ì/ñ.
4. Îïðåäåëèòå (ñ çàäàâàåìîé òî÷íîñòüþ) ðàñõîä òîïëèâà q, îáåñïå÷è-

âàþùèé ïîñàäêó â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (−RË, 0).
5. Ïðè íàéäåííîì â ï. 4 çíà÷åíèè q âû÷èñëèòå ïîëíóþ ìàññó çàòðà÷åí-

íîãî òîïëèâà è âðåìÿ ïîëåòà îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî äîñòèæåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè.
6. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ï. 3, îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

çàòðà÷åííîãî òîïëèâà, íåîáõîäèìîå äëÿ ñîâåðøåíèÿ ïîñàäêè â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå.
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11. Ïëàíåòà äâîéíîé çâåçäû

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïëàíåòû â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ äâîéíîé çâåçäû.
Ïóñòü äâå çâåçäû ðàâíîé ìàññû âðàùàþòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã

öåíòðà ìàññ. Â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ çâåçä äâèæåòñÿ ïëàíåòà, ìàññà êîòî-
ðîé ìíîãî ìåíüøå ìàññû çâåçä è åå âëèÿíèåì íà äâèæåíèå çâåçä ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.
Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âðàùàþùóþñÿ âìåñòå ñî

çâåçäàìè, òàê ÷òî çâåçäû â ýòîé ñèñòåìå áóäóò íåïîäâèæíû. Öåíòð êî-
îðäèíàò ðàñïîëîæèì â öåíòðå ìàññ ñèñòåìû äâóõ çâåçä, îñü X ïðîâåäåì
÷åðåç èõ öåíòðû. Âñå òåëà áóäåì ñ÷èòàòü òî÷å÷íûìè.
Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó îäíîé çâåçäû

γM = 100 óñëîâíûõ åäèíèö (ó.å.). Ïóñòü òàêæå ìàññà ïëàíåòû m = 1 ó.å.
è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïëàíåòà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
R îò öåíòðà ìàññ è èìååò ñêîðîñòü v0, íàïðàâëåííóþ ïîä óãëîì β ê îñè
X, à ðàäèóñ-âåêòîð {öåíòð êîîðäèíàò � ïëàíåòà} íàïðàâëåí ïîä óãëîì α
ê îñè X.

1. Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà è çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ,
ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïëàíåòû. Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå âûøå íà÷àëüíûå
äàííûå, ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÎÄÓ.
2. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìî-

ñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ (òðàåêòîðèþ
ïëàíåòû). Ïðè âñòðå÷å ïëàíåòû è çâåçäû èëè ïðè óäàëåíèè ïëàíåòû îò
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû äàëåå 100R âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðåêðàùàòü è âû-
äàâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óâåäîìëåíèå.
3. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ

öåëüþ âûÿñíåíèÿ åãî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå
îïðåäåëèòå ïåðèîä âðàùåíèÿ ïëàíåòû. Çíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà âðàùåíèÿ.
4. ×èñëåííî èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåòû.

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîâåñòè ðàñ÷åò (è âûâåñòè ãðàôèêè) äâóõ ðåøåíèé ñ
ìàëî îòëè÷àþùèìèñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè è ïðîàíàëèçèðîâàòü íîðìó
ðàçíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.
5. Ïðîìîäåëèðóéòå ñèòóàöèè (ïîïðîáóéòå ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùèå íà-

÷àëüíûå äàííûå), â êîòîðûõ ïëàíåòà ÿâëÿåòñÿ ñïóòíèêîì ëèáî îäíîé,
ëèáî îáåèõ çâåçä.
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12. Îò Çåìëè äî Ëóíû

Äâèæåíèå ìàëîãî òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) ïî îðáèòå îêîëî äâóõ
ìàññèâíûõ òåë îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x′′ = 2y′ + x− µ̃(x+ µ)

r31
− µ(x− µ̃)

r32
,

y′′ = −2x′ + y − µ̃y

r31
− µy

r32
,

ãäå µ =
1

82.45
, µ̃ = 1− µ, r21 = (x+ µ)2 + y2, r22 = (x− µ̃)2 + y2.

Óðàâíåíèÿ çàïèñàíû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ
âðàùåíèåì îäíîãî ìàññèâíîãî òåëà âîêðóã äðóãîãî òàê, ÷òî îáà ÿâëÿþòñÿ
â íåé íåïîäâèæíûìè. Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, êàê èçâåñòíî, íå ÿâëÿåò-
ñÿ èíåðöèàëüíîé. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ
(íå ñâÿçàííûõ ñ çàêîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ) â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâ-
íåíèé.
Íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå ìàññ äâóõ òÿæåëûõ òåë. Îñü

ïðîõîäèò ÷åðåç èõ öåíòðû, à ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè ïðèíèìàåòñÿ çà
åäèíèöó. Åñëè îáîçíà÷èòü çà µ îòíîøåíèå ìàññ ìåíåå è áîëåå ìàññèâíîãî
òåë, òî ýòè òåëà áóäóò ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (1 − µ, 0)
è (−µ, 0) ñîîòâåòñòâåííî. (Âûøå ïðèâåäåííî çíà÷åíèå µ äëÿ ñèñòåìû
Çåìëÿ � Ëóíà.) Ïîëîæåíèå òðåòüåãî òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) åñòü
ôóíêöèè âðåìåíè x(t), y(t), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ïðèâåäåííîé ñèñòåìû
ÎÄÓ.
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òðåòüå òåëî (ñïóòíèê) íàõîäèòñÿ

â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x(0) = 1.2, y(0) = 0 è èìååò ñêîðîñòü ñ êîìïî-
íåíòàìè vx(0) = 0, vy(0) = −1.04935751.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè ðåøåíèÿ x(t), y(t), à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò (â ïåðåìåííûõ x,
y).
2. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ

öåëüþ âûÿñíåíèÿ åãî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå
îïðåäåëèòå ïåðèîä âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Çíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà âðàùåíèÿ.
3. Ïðîìîäåëèðóéòå äâèæåíèå ñ äðóãèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ïîïðî-

áóéòå ïîñòðîèòü òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ íà îäíîì òåëå è çàêàí÷èâà-
þùèåñÿ íà äðóãîì.
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13. Àñòðîíàâèãàöèÿ

Òðè áîëüøèõ àñòåðîèäà áóäóò íàõîäèòüñÿ â îêðåñòíîñòè êîñìè÷åñêî-
ãî êîðàáëÿ â òå÷åíèå äåñÿòè÷àñîâîãî ïåðèîäà âðåìåíè. Íóæíî âû÷èñ-
ëèòü òðàåêòîðèè òðåõ àñòåðîèäîâ â òå÷åíèå ýòîãî ïåðèîäà, ÷òîáû ïîìî÷ü
øòóðìàíó èçáåæàòü ñòîëêíîâåíèÿ ñ íèìè. Àñòåðîèäû äâèæóòñÿ â îäíîé
ïëîñêîñòè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâóìåðíóþ çàäà÷ó.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè àñòåðîèä A ìàññîé 3×1019 êã ðàñïîëîæåí

â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (100 000, 100 000) (â ìåòðàõ). Àñòåðîèäû B ìàñ-
ñîé 1×1019 êã è C ìàññîé 2×1019 êã íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ (100 000, 900 000)
è (900 000, 900 000) ñîîòâåòñòâåííî. Èçíà÷àëüíî àñòåðîèä B äâèæåòñÿ ïî
ïðÿìîé ê A ñî ñêîðîñòüþ 100 000 ì/÷. Àñòåðîèä C äâèæåòñÿ ê B ñî ñêî-
ðîñòüþ 40 000 ì/÷ è A äâèæåòñÿ ïî ëèíèè, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé BC â
íàïðàâëåíèè C ñî ñêîðîñòüþ 150 000 ì/÷.
Åñëè ïðåíåáðå÷ü âñåìè ñèëàìè êðîìå ãðàâèòàöèîííûõ ñèë àñòåðîèäîâ,

òî ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à 3-õ òåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sk ïîëîæå-
íèå k-ãî àñòåðîèäà. Òîãäà èõ äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà.

m1s
′′
1 = f12(s2 − s1) + f13(s3 − s1),

m2s
′′
2 = f12(s1 − s2) + f23(s3 − s2),

m3s
′′
3 = f13(s1 − s3) + f23(s2 − s3).

Çäåñümk � ìàññû àñòåðîèäîâ, rkj � ðàññòîÿíèå ìåæäó k-ì è j-ì àñòåðî-
èäàìè â ìîìåíò âðåìåíè t. Êîýôôèöèåíòû fkj âîçíèêàþò èç çàêîíà âñå-

ìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è ðàâíû fkj = G
mkmj

r3kj
, ãäåG = 8.6443×10−4

ì3

÷àñ2 · êã
.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè ðåøåíèÿ xk(t), yk(t). Âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü â òå÷å-
íèå 10-òè ÷àñîâîãî ïåðèîäà, ïîñëå êîòîðîãî êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ïîêè-
íåò îïàñíóþ çîíó.
2. Ïîñòðîéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (â ïåðåìåííûõ x, y), ò.å. òðà-

åêòîðèè äâèæåíèÿ âñåõ òðåõ àñòåðîèäîâ.
3. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïðÿìîëèíåéíóþ òðàåêòîðèþ (ïðÿìóþ âèäà

y = kx), äâèãàÿñü âäîëü êîòîðîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u, êîñìè÷åñêèé
êîðàáëü íåïðåìåííî ñòîëêíåòñÿ ñ îäíèì èç àñòåðîèäîâ.
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Êîëåáàíèÿ

14. Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ

Ìíîãèå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ñ çàòóõàíèåì ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì

d2x

dt2
= −ω2x− γdx

dt
.

Çäåñü ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, γ � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû � äâèæåíèå ãðóçèêà íà ïðóæèíå ïî

ïðÿìîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïî íåãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà x(t) ïîêàçûâàåò ñìåùåíèå èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(x = 0). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ñèëà óïðóãîñòè (çàêîí
Ãóêà), à âòîðîå � ñèëà òðåíèÿ.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå, âûçâàííîå âûâåäåíèåì øàðèêà èç ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ (íàïðèìåð, â òî÷êó x(0) = 1) è îòïóñêàíèåì áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ (çàäàâàåìûõ ïîëüçîâàòåëåì) çíà÷åíèÿõ ω è γ. Ïîñòðîéòå ãðàôè-
êè çàâèñèìîñòè îòêëîíåíèÿ è ñêîðîñòè îò âðåìåíè. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü
ðàñ÷åòà ïåðâîãî ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äîëæíà áûòü íå õóæå
ε0 = 0.00001.
2. Ïîñòðîéòå òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèÿ â êîðäèíàòàõ (ñìåùå-

íèå, ñêîðîñòü).
3. Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ω = 3, è íåñêîëüêèõ çíà÷å-

íèé γ â äèàïàçîíå îò 0 äî 8. Ïîñòðîéòå (íà îäíîì ïîëå) ãðàôèêè çàâè-
ñèìîñòè îòêëîíåíèÿ è ñêîðîñòè îò âðåìåíè.
4. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ G(γ), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè ïå-

ðåõîä ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò ìîíîòîííî (ò.å. îòñóòñòâóþò
êîëåáàíèÿ ðåøåíèÿ), è 0 â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå. Ïðîòàáóëèðóéòå
ýòó ôóíêöèþ (ñ çàäàííûì ïîëüçîâàòåëåì øàãîì) íà îòðåçêå γ ∈ [0, 8].
5. Ïðåäëîæèòå è ðåàëèçóéòå àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ïîèñêà òî÷êè

ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè.
6. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ äðóãîé íà÷àëüíîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé

øàðèê ñòàðòóåò èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0.
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15. Êîëåáàíèÿ íà äâóõ ïðóæèíàõ

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå øàðèêà ìàññû m ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè ïîä äåéñòâèåì ñèë óïðóãîñòè.
Øàðèê ïðèêðåïëåí äâóìÿ ïðóæèíàìè ê äâóì âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûì ñòåíêàì. Ïðóæèíû èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó l è êîýôôèöèåíòû
æåñòêîñòè kx è ky, òî÷êè êðåïëåíèÿ ïðóæèí ê ñòåíêàì èìåþò êîîðäè-
íàòû (0,−l) è (−l, 0). Â ñâîáîäíîì (íåðàñòÿíóòîì) ñîñòîÿíèè ïðóæèíû
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ïðè ýòîì øàðèê ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êî-
îðäèíàò.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè øàðèê ïåðåìåùàþò â òî÷êó (x0, y0) è

îòïóñêàþò.
Ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ äâèæåíèå øàðèêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
mx′′ = −kx(l + x)

√
(l + x)2 + y2 − l√

(l + x)2 + y2
− kyx

√
x2 + (l + y)2 − l√
x2 + (l + y)2

,

my′′ = −kxy
√

(l + x)2 + y2 − l√
(l + x)2 + y2

− ky(l + y)

√
x2 + (l + y)2 − l√
x2 + (l + y)2

,

Ïðèìåì äëÿ ïåðâè÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ l = 1 ì, kx = 50 Í/ì, k =
100 Í/ì, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ øàðèêà ïî ïîâåðõíîñòè µ = 0
(òðåíèÿ íåò) èëè µ = 0.2 (ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòåé).

1. Äîáàâüòå â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëàãàåìûå, îïðåäåëÿåìûå ñèëîé òðå-

íèÿ î ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü
−→
F òð = −µmg

−→v
|−→v |

.

2. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó. Âû÷èñëå-
íèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü äî ïîëíîé îñòàíîâêè øàðèêà. Ïðè ýòîì êîíå÷-
íûå ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå
εd = 0.001.
3. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò øàðèêà îò âðåìåíè, à òàê-

æå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ (x, y).
4. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè âðåìåíè êîëåáàíèé (äî ïîëíîé îñòà-

íîâêè) T îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ.
5. Íàéäèòå ñ òî÷íîñòüþ εµ = 0.01 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöè-

åíòà òðåíèÿ, ïðè êîòîðîì âîçâðàò â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò
ìîíîòîííî, ò.å. øàðèê íå ïåðåõîäèò ÷åðåç òîñêó ðàâíîâåñèÿ.
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16. Ìàÿòíèê Ôóêî

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê ìàññû m è äëèíû l (äîñòàòî÷íî
áîëüøîé), ñîâåðøàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè,
ñ ó÷åòîì åå âðàùåíèÿ (ìàÿòíèê Ôóêî). Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîð-
äèíàò â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè Çåìëè â òî÷êå ïîäâåñà,
ýòà òî÷êà áóäåò íà÷àëîì êîîðäèíàò. Îñü Y íàïðàâèì ïî êàñàòåëüíîé ê
ìåðèäèàíó íà þã, à îñü X � ïî êàñàòåëüíîé ê ïàðàëëåëè íà âîñòîê, îñü
Z � âåðòèêàëüíî âíèç.

Íà ìàÿòíèê äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè
−→
F ò = m−→g , íàïðàâëåííàÿ âåðòè-

êàëüíî âíèç, ñèëà ðåàêöèè (íàòÿæåíèÿ) íèòè
−→
N =

(
−Nx

l
,−Ny

l
,−N z

l

)T
è ñèëà Êîðèîëèñà (èíåðöèè)

−→
J = −2m [−→ω ,−→v ], ãäå (x, y, z) � êîîðäèíàòû

òåëà, −→v � åãî ñêîðîñòü, −→ω = (0,−ω cosϕ,−ω sinϕ)T � óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ Çåìëè íà øèðîòå ϕ (íà êîòîðîé ïîäâåøåí ìàÿòíèê). Âåëè÷èíà
ω = 0.0635, åñëè âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â ÷àñàõ.
Åñëè ïðåíåáðåãàòü èçìåíåíèÿìè âûñîòû òåëà â âèäó ìàëîñòè êîëåáà-

íèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ïîäâåñà l), òî äëÿ ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà â
ïëîñêîñòè Çåìëè x(t), y(t) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

x′′ = −gx
l
− 2ω sinϕ · y′,

y′′ = −gy
l
− 2ω sinϕ · x′.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà âàðèàíòà äâèæåíèÿ.
À) Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìàÿòíèê îòêëîíåí îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ íà óãîë α0 è ñâîáîäíî îòïóñêàåòñÿ.
Â) Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìàÿòíèê íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâ-

íîâåñèÿ (óãîë îòêëîíåíèÿ α0 = 0) è åìó ñîîáùàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
v0, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè X.

1. Ñîñòàâüòå ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòàâüòå
äëÿ íåå çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, ïîñòðîéòå
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò
â ïåðåìåííûõ (x, y). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü äî çàäàííîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè T . Ïðè ýòîì êîíå÷íîå ïîëîæåíèå (x(T ), y(T )) äîëæíî
âû÷èñëÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå εx = 0.001.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò âðåìåíè, à òàêæå ôà-

çîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ (x, y).
3. Îïðåäåëèòå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ α0 6= 0 è v0, ïðè êîòîðûõ ìàÿòíèê

áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ðàâíîâåñèÿ.
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17. Àâòîêîëåáàíèÿ â õìèì÷åñêèõ ðåàêöèÿõ

Ìîäåëü Ëåôåâðà � Íèêîëèñà îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â ñëå-
äóþùåé öåïî÷êå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé

A −→ X,

B +X −→ Y +D,

2X + Y −→ 3X,

X −→ E.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ A, B, D, E îñòàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè è âñå ðåàêöèè íåîáðàòèìû. Òîãäà èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè x è
y ðåàãåíòîâ X è Y áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ÎÄÓ

dx

dt
= a− (b+ 1)x+ x2y,

dy

dt
= bx− x2y,

Çäåñü a è b � íåèçìåííûå êîíöåíòðàöèè èñõîäíûõ âåùåñòâ A è B ñîîò-
âåòñòâåííî.

1. Ïîñòàâüòå äëÿ âûïèñàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàäà÷ó Êîøè. Ðåøèòå
÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò âðåìåíè, à òàêæå ôàçîâûé
ïîðòðåò â ïåðåìåííûõ (x, y). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ ïîïðîáóéòå
âçÿòü çíà÷åíèÿ x(0) = 106, y(0) = 3.7 · 1016, z(0) = 1012.
2. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (îñîáûå òî÷êè) ñèñòåìû. Îáîçíà÷üòå

åãî íà ïîñòðîåííûõ ãðàôèêàõ. Ðàññìîòðèòå êàê ñëó÷àè, êîãäà b > 1 +a2,
òàê è b < 1 + a2.
3. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ

öåëüþ âûÿñíåíèÿ åãî ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå
îïðåäåëèòå ïåðèîä êîëåáàíèé êîíöåíòðàöèè êàæäîãî èç ðåàãåíòîâ X è
Y . Çíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ
ïåðèîäîâ.
4. ×èñëåííî èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü êîëåáàòåëüíûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ

ýòîãî ñëåäóåò ïðîâåñòè ðàñ÷åò (è âûâåñòè ãðàôèêè) äâóõ ðåøåíèé ñ ìàëî
îòëè÷àþùèìèñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè è ïðîàíàëèçèðîâàòü íîðìó ðàçíî-
ñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.
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18. Êîíöåíòðàöèÿ îçîíà â àòìîñôåðå

Ãåíåðàöèÿ è ðàñïàä òðåõàòîìíîãî êèñëîðîäà (îçîíà) â íèæíèõ ñëîÿõ
òðîïîñôåðû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

O +O2
k1−→ O3,

O +O3
k2−→ 2O2,

O2
k3(t)−→ 2O,

O3
k4(t)−→ O +O2,

Íàä ñòðåëêàìè íàäïèñàíû êîýôôèöèåíòû ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåàêöèé, êîòîðûå ðàâíû k1 = 1.63 · 10−16 ñì3/c, k2 = 4.66 · 10−16 ñì3/c,

ki =

{
exp (−ci/ sinωt) , sinωt > 0

0, sinωt ≤ 0
(i = 3, 4) ñì3/c, ω = π/43200, c3 =

22.62, c4 = 7/601, t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ (t = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàññâåòó
óñðåäíåííîãî 12-òè ÷àñîâîãî äíÿ).
Ïóñòü x(t), y(t) è z(t) � êîíöåíòðàöèè O, O2 è O3 ñîîòâåòñòâåííî â

ìîìåíò âðåìåíè t. Èõ èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþøåé
ñèñòåìîé ÎÄÓ, äëÿ êîòîðîé ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè.

dx

dt
= −k1xy − k2xz + 2k3(t)y + k4(t)z,

dy

dt
= −k1xy + 2k2xz − k3(t)y + k4(t)z,

dz

dt
= k1xy − k2xz − k4(t)z,

x(0) = 106, y(0) = 3.7 · 1016, z(0) = 1012.

1. Ðåøèòå ÷èñëåííî ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó. Ðàñ÷åò ïðîâîäèòå äî îêîí÷à-
íèÿ ïåðâûõ ñóòîê. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ x(t), y(t),
z(t) îò âðåìåíè.
2. Ñðàâíèòå êà÷åñòâåííî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî è

íåÿâíîãî ìåòîäîâ îäíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, îöåíèòå ïîãðåøíîñòü (ïî
Ðóíãå) ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.
3. Çíàÿ òî÷íîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ê êîíöó ïåðâûõ ñóòîê, îïðåäå-

ëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêèì.
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Äèíàìèêà ïîïóëÿöèé

19. Ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè

Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè äâóõ âèäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïèùå-
âûì ðåñóðñîì äðóãîãî (õèùíèêîâ è æåðòâ), îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè).

dx

dt
= x (a− by),

dy

dt
= −y (c− dx),

Çäåñü x(t) è y(t) � ÷èñëåííîñòü æåðòâ è õèùíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Êîýôôèöèåíòû a è c õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü ïðèðîñòà æåðòâ è óáûëè

õèùíèêîâ ïðè îòñóòñòâèè ìåæâèäîâûõ êîíòàêòîâ (ïðè èçîëèðîâàííîì
ïðîæèâàíèè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîðì äëÿ ïîïóëÿöèè æåðòâ èìååò-
ñÿ â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå, ïîýòîìó êàæäîå ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå
â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ áóäåò â a ðàç áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Õèùíèêè,
íàîáîðîò, áóäóò ëèøåíû êîðìà ïðè èçîëèðîâàííîì ïðîæèâàíèè è äàæå
ðàçìíîæåíèå íå ñïàñåò èõ îò ãîëîäíîé ñìåðòè (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æåðò-
âû � èõ åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ïèùà). Ïîýòîìó ñëàãàåìîå ax âõîäèò â
ïðàâóþ ÷àñòü ñî çíàêîì ïëþñ, à ñëàãàåìîå cy � ñî çíàêîì ìèíóñ. Âòîðûå
ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ìîäåëèðóþò ïðîöåññ âñòðå÷è æåðòâû ñ õèù-
íèêîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âñòðå÷à ñ õèùíèêîì íå âñåãäà çàêàí÷èâàåòñÿ
òðàïåçîé. Ñ äðóãîé, äëÿ âûæèâàíèÿ õèùíèêà ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî
îäíîé òàêîé âñòðå÷è. Çà ñîîòâåòñòâóþùóþ óáûëü æåðòâ è ïðèðîñò õèù-
íèêîâ îòâå÷àþò êîýôôèöèåíòû b è d. Âñå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû.

1. Íàéäèòå ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, d.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ x(t) è y(t) îò âðåìåíè, à

òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò (â ïåðåìåííûõ x, y).
3. Ïîïûòàéòåñü ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ ïðî-

èñõîäèò öèêëè÷åñêîå èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé.
4. Ïðèáëèçèòåëüíî îïðåäåëèòå äëèòåëüíîñòü öèêëà, ïîëó÷åííîãî â ï.

3. (óñðåäíåíèåì ïî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó êîëè÷åñòâó öèêëîâ). Èñïîëü-
çóÿ èíôîðìàöèþ î òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü
ðàññ÷èòàííîãî ïåðèîäà öèêëîâ.
5. Íàéäèòå (àíàëèòè÷åñêè) ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïîïûòàé-

òåñü ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå âûõîäèò
íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
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20. Ìîäåëü Õîëëèíãà � Òýííåðà

Ìîäåëü Õîëëèíãà � Òýííåðà îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ïîïóëÿöèé õèù-
íèêîâ è æåðòâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ÎÄÓ.

dx

dt
= r

(
1− x

K

)
x− ωxy

D + x
,

dy

dt
= S

(
1− Jy

x

)
y,

Çäåñü x, y � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèé æåðòâ è õèùíèêîâ, J � êîëè÷åñòâî
æåðòâ, íåîáõîäèìîå äëÿ íàñûùåíèÿ îäíîãî õèùíèêà, r, K, S, D � êî-
ýôôèöèåíòû ïðèðîñòà è âíóòðèâèäîâîãî âëèÿíèÿ. Âñå êîýôôèöèåíòû
ïîëîæèòåëüíû.
Äàííàÿ ìîäåëü áîëåå àäåêâàòíî ìîäåëèðóåò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ

ïîïóëÿöèé, ÷åì ìîäåëü Âîëüòåððà � Ëîòêè, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå. Òàì æå ìîæíî íàéòè êîììåíòàðèè ïî ïîâîäó áèîëîãè÷íñêîãî
ñìûñëà íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû.

1. Íàéäèòå (àíàëèòè÷åñêè) ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.
2. Ïîñòàâüå äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû çàäà÷ó Êîøè, íàéäèòå åå ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòîâ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε. Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâîäèòü
äî çàäàííîãî ïîëüçîâàòåëåì ìîìåíòà âðåìåíè T .
3. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ x(t) è y(t) îò âðåìåíè,

à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (â ïåðåìåííûõ x, y). Îáîçíà÷üòå íà
ãðàôèêàõ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.
4. Ïîïûòàéòåñü ïîäîáðàòü òàêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòî-

ðûõ ïðîèñõîäèò öèêëè÷åñêîå èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé, è òàêèå,
ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå.
5. Ïðèáëèçèòåëüíî îïðåäåëèòå äëèòåëüíîñòü öèêëà, ïîëó÷åííîãî â ï.

4. (óñðåäíåíèåì ïî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó êîëè÷åñòâó öèêëîâ). Èñïîëü-
çóÿ èíôîðìàöèþ î òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îöåíèòå òî÷íîñòü
ðàññ÷èòàííîãî ïåðèîäà öèêëîâ.
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21. Äèíàìèêà êîíêóðèðóþùèõ ïîïóëÿöèé

Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè äâóõ âèäîâ, ïîòðåáëÿþùèõ (êîíêóðèðóþùèõ
çà) îäèí è òîò æå ðåñóðñ, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

dx

dt
= x (r1 − k1x− a2y),

dy

dt
= y (r2 − k2x− a1y),

Çäåñü x, y � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèé, ri � êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà i-ãî
âèäà, ki � êîýôôèöèåíò, îïèñûâàþùèé âíóòðèâèäîâîå âëèÿíèå, ai � êî-
ýôôèöèåíò, îïèñûâàþùèé âëèÿíèå ñî ñòîðîíû äðóãîãî âèäà. Âñå êîýô-
ôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû.
Ñèñòåìà áëèçêà ê ìîäåëè Âîëüòåððà � Ëîòêè, îïèñàííîé âûøå. Áèî-

ëîãè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ îïèñàí òàì æå. Äîïîëíèòåëüíî çäåñü
âîçíèêàþò òðåòüè ñëàãàåìûå â óðàâíåíèÿõ, îòðàæàþùèå òîò ôàêò, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñà ïîïóëÿöèåé y ìåøàåò èñïîëüçîâàíèþ òîãî æå ðå-
ñóðñà ïîïóëÿöèåé x è íàîáîðîò. Ýòî îòðèöàòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ÷èñ-
ëåííîñòè ïîïóëÿöèè, ÷òî îòðàæåíî ñîîòâåòñòâóþùèì çíàêîì ñëàãàåìûõ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ñèñòåìû ìîæíî ðàññìîòðåòü ñòàäî îâåö è

ñòàäî êîç, âñåãäà ïàñóùèåñÿ íà îäíîì ëóãó. Èëè äâå ãðóïïû ñòóäåíòîâ,
êîòîðûå ãîòîâÿòñÿ ê ýêçàìåíàì ïî îäíèì è òåì æå ó÷åáíèêàì, èìåþ-
ùèìñÿ â áèáëèîòåêå â íåäîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå.

1. Ïîñòàâüòå äëÿ äàííîé ñèñòåìû çàäà÷ó Êîøè, íàéäèòå åå ÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòîâ ri, ki, ai ñ òî÷íîñòüþ ε0 = 10−5. Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò
ïðîâîäèòü äî çàäàííîãî ïîëüçîâàòåëåì ìîìåíòà âðåìåíè T .
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ x(t) è y(t), à òàêæå ôàçî-

âûé ïîðòðåò ñèñòåìû (â ïåðåìåííûõ x, y).
3. Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-

ìî äâàæäû ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, îòëè÷àþùè-
ìèñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó δ0 è çàòåì ñðàâíèâàòü ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ε
ñ ïîãðåøíîñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ δ0.
4. Çàôèêñèðóéòå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ êðîìå îäíîãî. Ïðîâåäèòå

÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà
íà õàðàêòåð ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ìîæíî ëè íàéòè ìîìåíò (êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà), ïðè êîòîðîì ðåøåíèå îò ìîíîòîííîãî ïåðåõîäèò ê
êîëåáàòåëüíîìó è ìîìåíò, ïðè êîòîðîì çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïåðåõîäÿò
â ïåðèîäè÷åñêèå?
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Ðàçíîå

22. Ïðîèçâîäñòâî îïòîâîëîêíà

Îïòè÷åñêîå âîëîêíî ïðîèçâîäÿò èç ñèëèêîíîâûõ ïðóòêîâ ïðîïóñêàÿ èõ
÷åðåç ãîðÿ÷óþ ïå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå ïðóòêè ðàçìÿã÷àþòñÿ è ïðåâðàùàþò-
ñÿ â îïòîâîëîêíî ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî äèàìåòðà. Ïóñòü ïå÷ü íàãðåòà äî
òåìïåðàòóðû 2300 K. Â íàëè÷èè èìåþòñÿ ïðóòêè äëèíîé 25 è ðàäèóñîì
1.2 ñì. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîèñõîäÿùèå â
ïðóòêàõ èçìåíåíèÿ, èìåþò âèä

d

dx
s(x) = − 1

u0
f (t(x)) s(x),

d

dx
t(x) = −C

u0
s(x)

(
t4(x)− t4f

)
.

Çäåñü tf � òåìïåðàòóðà ïå÷è, u0 � ñêîðîñòü (â ñì/ñåê), ñ êîòîðîé ïðóòêè
äâèæóòñÿ ÷åðåç ïå÷ü, à ôóíêöèÿ

f(t) =

{
BeA(T−t), t > T,

0, t ≤ T,

ãäå T � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé ñèëèêîíîâûå ïðóòêè íà-
÷èíàþò ðàçìÿã÷àòüñÿ. Ïðèìåì åå ðàâíîé 1900 K. Êîíñòàíòû A, B è C,
õàðàêòåðèçóþùèå äåòàëè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà âîçüìåì ðàâíûìè
A = 1, B = 0.1, C = 10−11.
Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò èçìåíåíèÿ ðàäèóñà s (â ñì) è òåìïåðàòó-

ðû t (â K) îïòè÷åñêîãî âîëîêíà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îïòîâîëîêíî
ðàäèóñà 0.1 ìì.

1. Ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè, íàéäèòå åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè u0 (çàäàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäó-
åò ïðîâîäèòü â òå÷åíèå óêàçàííîãî âðåìåíè. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìå÷àòü
ìîìåíò äîñòèæåíèÿ íóæíîãî ðàäèóñà.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ðàäèóñà è òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè,

à òàêæå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ (s, t).
3. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ïðîõîæäåíèÿ ïðóòêîâ ÷åðåç ïå÷ü, ïðè êîòîðîé

ïîëó÷àåòñÿ ïðîäóêöèÿ òðåáóåìîãî ðàäèóñà.
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23. Õèìè÷åñêàÿ áåçîïàñíîñòü

Ó öåõîâûõ ðàáîòíèêîâ íåêîòîðîãî õèìçàâîäà ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ïðî-
ôçàáîëåâàíèå. Çàâîä ïðîèçâîäèò õèìèêàò C èç äâóõ êîìïîíåíòîâ � A
è B â õèìè÷åñêîì ðåàêòîðå. Îäíàêî â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî îáðàçóþùåãîñÿ âåùåñòâà C âñòóïàåò â ðåàêöèþ ñ îñòàþùèì-
ñÿ ñûðüåì B, è ïîëó÷àåòñÿ êîìïîíåíò D, ÿâëÿþùèéñÿ òîêñè÷íûì. Íî
ýòîò êîìïîíåíò íåóñòîé÷èâ. ×åðåç íåïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ D ðàñïà-
äàåòñÿ íà A è B. Åñëè a, b, c, d � ñîîòâåòñòâåííî êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ
A, B, C è D â ðåàêòîðå, òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå
ðåàêöèþ õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

da

dt
= λ1d−

λ3
2
a b,

db

dt
= λ2d−

λ3
2
a b− λ4

2
b c,

dc

dt
= λ3a b−

λ4
2
b c,

dd

dt
= λ4b c− (λ1 + λ2) d.

Êîýôôèöèåíòû ðåàêöèé ðàâíû λ1 = λ2 = 0.2, λ3 = 8, λ4 = 10. Ïðè
çàïóñêå ïðîöåññà ðåàãåíòû A è B çàãðóæàþòñÿ â ðåàêòîð â îäèíàêîâîì
êîëè÷åñòâå. Íèêàêèõ äðóãèõ âåùåñòâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò òàì íåò.
Òåõíîëîãè÷åñêèé öèêë äëèòñÿ 10 ÷àñîâ. Ïî ïðîøåñòâèè ýòîãî âðåìåíè

õèìè÷åñêèé ðåàêòîð î÷èùàåòñÿ è ïðîöåññ çàïóñêàåòñÿ âíîâü.
Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè êîíöåíòðàöèÿ D ïðåâûøàåò êîíöåí-

òðàöèþ C, òî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà D ìîæåò âûòåêàòü èç ðå-
àêòîðà, îòðàâëÿÿ îêðóæàþùóþ àòìîñôåðó è ïðèâîäÿ ê çàáîëåâàíèþ.

1. Ïîñòàâüòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ÎÄÓ, íàéäèòå
÷èñëåííî åå ðåøåíèå íà 10-òè ÷àñîâîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Äàéòå îöåíêó
òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ îò âðåìåíè.

Ïîñòðîéòå ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (â êîîðäèíàòàõ (a, b), (c, d) è ò.ä.)
3. Îïðåäåëèòå, ñóùåñòâóþò ëè êðèòè÷åñêèå ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòî-

ðûå êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà D ïðåâûøàåò êîíöåíòðàöèþ C
4. Åñëè òàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñóùåñòâóåò, ñ÷èòàéòå, ÷òî èçëèøåê âåùå-

ñòâà D âûõîäèò íàðóæó ìãíîâåíî. Âíåñèòå ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ
â ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà.
5. Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ îò ïàðàìåòðîâ λk.
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24. Ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêà â âîäå

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñðåäå, â êîòîðîé ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
êîëåáàíèé ïåðåìåííà, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé Êîøè

d2z

d x2
= − c′(z)

A2c3(z)
, A =

cos θ0
c(z0)

,

z(0) = z0,

d z

d x
(0) = tg θ0.

Â íåé z(x) � ãëóáèíà ïîëîæåíèÿ ôðîíòà âîëíû (z = 0 ñîîòâåòñòâóåò
ïîâåðõíîñòè, îñü z íàïðàâëåíà âíèç), x � ïîëîæåíèå ôðîíòà â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè, θ0 � óãîë èñïóñêàíèÿ âîëíû ïî îòíîøåíèþ ê ãî-
ðèçîíòó. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí c(z) â ìîðñêîé âîäå çàäàåòñÿ
ñëåäóþùåé òàáëèöåé

z (ì) c(z) (ì/ñ) z (ì) c(z) (ì/ñ) z (ì) c(z) (ì/ñ)

0 1.537 900 1.483 2400 1.499

150 1.523 1050 1.484 2700 1.503

300 1.509 1200 1.486 3000 1.508

450 1.490 1500 1.486 3300 1.514

600 1.484 1800 1.489 3600 1.521

750 1.482 2100 1.495 3900 1.522

1. Ðåàëèçóéòå äâå ïðîöåäóðû âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè c(z),
èñïîëüçóÿ ëîêàëüíûé ñïëàéí ïåðâîãî ïîðÿäêà (â ïåðâîé) èëè êóáè÷åñêèé
ñïëàéí äåôåêòà 1 ñ óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ óçëà (âî âòîðîé).
2. Äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé −10◦ < θ0 < 10◦ ñ øàãîì ∆θ = 1◦ ïî-

ñòðîéòå òàáëèöó çíà÷åíèé z(xM , θ0), ãäå z0 = 600 ì, xM = 50 êì ñ ïÿòüþ
âåðíûìè çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé. Â îòâåòå ñëåäóåò âûäàâàòü òîëüêî âåð-
íûå öèôðû.
3. Ïóñòü íà ãëóáèíå 3500 ì íàõîäèòñÿ äíî, êîòîðîå ïîãëîùàåò âñå çâó-

êîâûå âîëíû, à íà ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò ïîëíîå îòðàæåíèå çâóêîâîé
âîëíû (ïî çàêîíàì ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè). Äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èç
ï. 3. ïîñòðîéòå òðàåêòîðèè çâóêîâûõ ëó÷åé. Ðàñ÷åòû ñëåäóåò ïðîèçâî-
äèòü ñ çàäàííîé ïîëüçîâàòåëåì òî÷íîñòüþ.
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25. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãóëêà

Ãîñïîäèí Ñàì Æóé, áîëüøîé ïîêëîííèê ôýí-øóé, à òàêæå õîðîøèé
çíàòîê ìàòåìàòèêè, ëþáèò ïðîãóëèâàòüñÿ ïî ïàðêó ïðÿìîóãîëüíîé ôîð-
ìû ïî íåîáû÷íûì òðàåêòîðèÿì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðàåêòîðèè íåîáõîäèìî
ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

dx

dt
= −y + x

(
α−

√
x2 + y2

)
,

dy

dt
= −x+ y

(
α−

√
x2 + y2

)
,

x(0) = 1,

y(0) = 0.

Âõîäÿùèé â ñèñòåìó ïàðàìåòð α ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ
èç îòðåçêà [1, 6]. Ïðè ýòîì âñÿ òðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè íåêîòîðîãî
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà.

1. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α (çàäàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì). Âû÷èñëåíèÿ ñëåäóåò ïðî-
âîäèòü â òå÷åíèå óêàçàííîãî âðåìåíè è âûäàâàòü èíôîðìàöèþ î òî÷íî-
ñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò x è y îò âðåìåíè, à òàêæå

ôàçîâûé ïîðòðåò (òðàåêòîðèþ) â ïåðåìåííûõ (x, y).
3. Âûÿñíèòå, ñòàíîâÿòñÿ ëè ñî âðåìåíåì ïîëó÷àåìûå òðàåêòîðèè ïî-

÷òè çàìêíóòûìè. Ïî÷òè çàìêíóòîé áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç âîçâðàùàåòñÿ â ìàëóþ îêðåñòíîñòü îäíîé èç
ñâîèõ òî÷êè. Ðàçìåð ýòîé ìàëîé îêðåñòíîñòè çàäàåò ïîëüçîâàòåëü.

Äëÿ òðàåêòîðèé, âûõîäÿùèõ íà ïî÷òè çàìêíóòóþ.
4. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ïðÿìîóãîëüíèêà, âíóòðè êîòîðîãî

ðàñïîëàãàåòñÿ òðàåêòîðèÿ.
5. Ðåàëèçóéòå ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è íàéäèòå ñ åå

ïîìîùüþ ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ òðàåê-
òîðèåé. Íå çàáóäüòå óêàçàòü ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ.
6. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α èç óêàçàííîãî äèàïàçîíà, ïðè êîòî-

ðîì ïëîùàäè, îñòàþùèåñÿ ïî ëåâóþ è ïî ïðàâóþ ðóêó ãîñïîäèíà Ñàì
Æóÿ íàèìåíåå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

28



26. Äîïîëíèòåëüíûå ïóòè ïðîãóëîê

Çàäàíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî äîñëîâíî ïîâòîðèòü äëÿ äðóãèõ
ñèñòåì äèôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâå òàêèå ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå

ïîäõîäÿùèé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà.

1.


x′ = x− y − αx

(
x2 + y2

)
,

y′ = x+ y − αy
(
x2 + y2

)
,

x(0) = 0.1,

y(0) = 0.

α ∈ [1, 6].

2.


x′ = x2y − 2.5x+ 0.5,

y′ = 1.5x− αx2y,
x(0) = 0.5,

y(0) = 0.5.

α ∈ [1, 7].
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Ïðèìåð ôîðìóëèðîâêè çàäàíèÿ

1. Áàçîâóþ ÷àñòü çàäàíèÿ ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòå-
ìû ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà.
Ýòó çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 3-ãî ïîðÿäêà. Ðàñ-

÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî âûâåñòè (ýòî îäíîâðå-
ìåííî áóäåò ÿâëÿòüñÿ è îáîñíîâàíèåì ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè). Òðè îñ-
íîâíûõ ïàðàìåòðà ìåòîäà çàäàíû â òàáëèöå íèæå. Ýòî ïàðàìåòðû, îïðå-
äåëÿþùèå óçëû èíòåãðèðîâàíèÿ íà øàãå (ti, ti+α1h, ti+α2h, h = ti+1−ti).

N α1 α2 N α1 α2 N α1 α2 N α1 α2 N α1 α2

1 0.1 0.5 7 0.1 0.75 13 0.1 0.25 19 0.1 0.3 25 0.1 0.8

2 0.5 0.5 8 0.25 0.5 14 0.1 0.5 20 0.4 0.5 26 0.3 0.5

3 0.25 0.75 9 0.25 0.4 15 0.25 0.25 21 0.25 0.8 27 0.25 0.6

4 0.25 1 10 0.5 1 16 0.75 1 22 1 1 28 0.1 1

5 0.1 0.2 11 0.3 0.4 17 0.5 0.6 23 0.7 0.8 29 0.8 0.9

6 0.75 0.75 12 0.4 0.4 18 1/3 2/3 24 1/3 1/3 30 1/6 1/3

Ïðèìåð òàêîãî âûâîäà äëÿ ìåòîäà 2-ãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîñìîòðåòü,
íàïðèìåð, â [1, �14.6, ï. 3].

2. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïðèìåðíûå ãðàíèöû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ,
îáåñïå÷èâàþùåãî óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà. Äëÿ ýòîãî íàïèñàòü ëèíåéíóþ
ñèñòåìó ÎÄÓ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âèäà −→y ′ = A−→y è âîñïîëüçîâàòüñÿ

ôîðìóëîé h ≤ 2.5

maxRe(λi)
, â êîòîðîé {λi} � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

A.

3. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ðóíãå àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè è èäåè
ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ïðîöåäóð, îðãàíèçîâàòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò, äàþ-
ùèé ðåøåíèå ñ óêàçàííîé â çàäàíèè òî÷íîñòüþ ε.

4. Âûïîëíèòü îñíîâíîå çàäàíèå ðàáîòû. Íåïîñðåäñòâåííûé ìåòîä ðå-
øåíèÿ ýòîé ÷àñòè ðàáîòû (ïîèñê ìàêñèìóìà, êîðíÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè,
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà è ò.ä.) â çàäàíèè íå óêàçàí. Åãî íóæíî ïðåäëî-
æèòü (ñ îáîñíîâàíèåì) ñàìîñòîÿòåëüíî ïî ìàòåðèàëàì, èçó÷åííûì ðàíåå.
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