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ПPЕtиCЛoBиЕ

Paбoчaя TеTрaДЬ сoдеpжиT yсЛoBиЯ гpaфинескиx зaДarlиЙ и yпpalкнений

ДЛЯ иx BЬIПoЛнеl{ИЯ Нa ЛекцияХ и ПpaкTиЧескиХ зaHЯ.|ИЯх Пo rraЧеpтaтельнoй
ГеoМеTpии (пpoекциoн}IoМy чrрЧениro), a Taк)ке ДЛЯ ДoМaшней пoДгoToBкИ
КЗatЯ^ГvlЯм. B Пpoцессе BЬlПoЛненИЯ ЗaДaтиЙ oсвaptBaroTся МеToДЬI FIaчеpTa-
тельной ГеoМеTpии, неoбхoДиМЬIе llЛя aнaЛиЗa ГеoМеTpиЧескиx oбъекToB -

их фopмьI и BзaиМнoГo ПoЛo)кения в пpoсTрaнсТBе. ПpедлaгaroTсЯ paзЛичHЬIе
МеТoДЬI нaЧеpтaTельнoй ГеoMеTpиИ ДЛЯ pешеrrиЯ ЗaДaЧ.

Ha.rеpтaтеЛьнaя ГеoN{еTpиЯ ЭTo oДин иЗ paЗДеЛoв ГеoМеTpИИ, B кoтopoМ
ГеoМеTpиЧеские oбъектьt иЗyLIaIoTсЯ с ПoМoщЬto иx ПpoекцИoннЬIx изoбpaже-
ниil - неpтеяrей [l].

Hayкa кHauеpтaTеЛЬнaя ГеoМеTpия)) BoзI]икЛa Bo Фpaнции. Ее oснoBaTе-
Леl\{ яBЛЯется фpaнЦyзский yненьtй' инх(енеp Гaспap Мoн>к (|.|46_|8 18) [2].

ЭлементьI нaчеpTaтельнoй ГеoМrTpии яBЛяtoTcя TеopеTическoй oснoвoй
чеpчеt{Ия. B нaнеpTa.геЛЬt{oй геoметpии чеpTе)I( - oснoвнoе сpеДсTBo ИЗyче-
FIия ГеolvlеTpИческих oбъектoв. Чеpте)к ДoЛ)кен бьtть HaгЛяДF{ЬIМ, ДaaaЯ otнo-
ЗFIaчнoе ПpеДсTaBЛение oб изoбрa)кaеNloМ oбъекте. oднoвpемеЕ{нo oн ДoЛ)t(ен
бьtть oбpaтимьtМ, .IToбЬI Мoя(FIo бьtлo ToЧIlo вoсПpoизBесTи фop'y и paЗМеpЬI
изoбpaх<aеМoГo oбъектa. Baжнo, чтoбьr ЧеpTе)к бьtл прoсTЬIМ B гpaфинескoм
исПoЛllеliИИ И ДaBaЛ .ГoчнЬIе pешеllия'

Учебнoе ИЗДaHI4е сoДеp)IiиT oснoвt{ЬIе TеopеTические ПoЛoх(ениЯ
и oПpеllеЛrния нaчерTaTельнoй ГroМеTpии' сBяЗaнЕ{ЬIе с кaжДoй темoй. B
кaжДой ГЛaBе ПpиведенЬI ПpиМерЬI pешения Зa.цaЧ с aЛГopИTМaМи.



УCЛOBI{ЬIЕ oБoЗнAЧЕнИЯ

1. oбoзнaЧeниr геoN{eTрических эЛеМеIlToB и BеЛичиH

1.1. ГеoмeтpиЧеские объектьI
1. Toчки: A, B, с '  . . .  --  ПpoписнЬIе бyквьr ЛaTинскoгo aлфaвитa, 1,2, З, . . '_

apaбские цифpьr. Haчaлo сисTеМЬI кoop/{инaT -.- 0, a ЦенTpЬI сфер
и oкрy)кнoстей -- o. CлеДьl ПpяМЬIХ линlаi,t -- Hm, Fm, Pm.

2. Лиtlии (в тoм чисЛе пpямьrе): a, b, с, сTpoчнЬIе бyквьr ЛaTиItскoГo
aлфaвитa. ПpИчеМ бyквoй h - oбoзHaЧaеТcя гopизoIlTЕLПЬ' бyквoй f -_

фрoнтaль, P -. пpофильнaя ПpяМaЯ I7v1Hv1Я; hoo - Гopизoнтaльньlй сЛеД
ПЛoскoсTи Q; foQ - фpoнтaльньlй сЛеД ПЛoскoсTи Q; pоq -- пpoфильньtй
сЛеt ПЛoскoсTи Q. oси сисTеMЬI кoopДинaт: Х, Y, Z,

3. Пoвеpхнoсти (в ToМ чисЛе ПЛoскoсти): Q, Т, N, М, S,...- ПpoПиснЬIе
бyквьI ЛaТинскoгo aлфaвитa; П- пoBерХнoсть' Ф__ ф,rypu' T- геo-
МеTpическoе TеЛo. ПлoскoсТи Пporкций: F - фpoнTaЛЬнaЯ, IJ - ГopИ_
ЗoнTaJIЬ[{ aя, P - пpoфиЛЬHaЯ.

4' УгльI G, P, Ъ ..- стpoчHЬIе бyквьr гpеческoгo a'lфaвитa.
5. oбoзнaчение Прorкций ГеoМеTpиЧескиХ ЭЛеМентoB: I{a Пл0скoсT6 fl - [/,

S,, нa ПЛoскoсTь F - h,,, S,,, нa ПЛoскoсть P - h||,, S|,|.

1.2. ГеомеTpиЧескиe эЛеМeнTьI l lа ЧеpТeже
1. (AB); a(AB) - пpяМaЯ' ПpoХoдIЯЩaЯ Чеpез Toчки А и B.
2. [AB); a[AB) - ЛУЧ, с нaчaЛoМ B ToЧке A и пpoxoДящий чеpез тolкy B.
з. [AB]; a[AB] - oтpеЗoк пpямoй, oгpaниЧенньlй тoЧкaМи A и B.
4. Z^BС - yгoл с BеpIUинoй в Toчке B. (a^b); q(a"b) - yГoл Ме}кДy Пpя-

МЬIМи a и b
5. ^ ABC - TреyГoлЬник ABC.
6. [A-B]; k[A-B] -- Дy.a кpивoй, oгpaниченнaя ToЧкaМи A и B.
7. [Q"T] - ДByГpaнньtй yгoл Ме)кДy плoскoсTями Q и T.
8. Пpoекции пpеoбpaзoBaннЬIХ ГеoMеTpичrскиx ЭЛеМенToв (пoвернyTЬIх, Пе-

pеМещенньrx): A,, B,, ,..,d , Б,, ... .

1.3. HaтypaЛЬнЬte BеЛичинЬl' ДЛиllЬt' paссТoЯНt|Я
l. lABl - Д,ЛИНa oTprзкa [AB]' нaTyрaЛЬHaЯ BеЛичинa oТpезкa [AB], paссTo-

ЯнИе oT Тoчки A дo тoчки B.
2. lAal - paссToяние oT ToЧки А дo пpямoй a.
3 . lu|lb| - paссToЯt{ие Мех(Дy ПapaЛЛеЛЬнЬIМи ПpяMЬlМи a и Ъ.

ц



4. |u||Ql - paссToяние Ме)кДy пpямoй a И ПapaЛлельнoй ей плоскoстью Q.
5. |qi; |/ABDI - нaTypaЛЬНaЯ BеЛИЧинa yГЛa.
6. |^ ABDI - нaTypaЛЬ}Iaя BеЛиЧИHa TpryгoЛЬl{икa ABD.

2. ЗaвиcиMoсTи' пpеoбpaЗoBaния и oПеpaции

1' : - To)к.цесTBеннo сoBПaДaЮT.. А,1=a,,, &,z=Q,z.
2. :-paBr{ьr: |AB|:|DЕ|; pезyльтaтдействия: A:a П b.
з. |/i - пoДoбньl.
4. || 

- пapaлЛелЬнЬI.

5. l - ПеpПенДикyЛяpllЬl.
6, 1l - ПpoециpyЮщие.
7. 

.  -скpещиBaЮщиrсяПpяМЬIе'

8. ] - BкЛroчaеT в себя, Q э a - ПЛoскoсть Q BкЛIoчarT ПpяМyЮ a.
9. Пpинa.цЛе)киT' a€ a - ПpЯNIaЯ a rIpИHaДЛех{иT плoскoсти Q.
10. n-ПеpесечеIlИе,a ПQ:М- ПpЯМaЯ a ПrpесекaеT ПЛoскoсть Q BToч-

ке M.
1 1. U _- oбъе.цинение.
12. LJ - кaсaние: t U k - Лk|HИЯt кaсaется линииk'
В, /- oTpицaние BЬIскaзЬIBaHИЯ., '+{ - нr пapaлЛrЛЬнЬI; * - не paBнЬI; ,lf -

нe яBЛЯ}oTся ПpoециpyющиМИ; ! - Hе ПеpпеЕ{ДикyЛяpЦЬI.
13. э - ЛoгиЧесКoе сЛеДстBие: ((сЛeДoBaTеЛЬнo>, a||bэa,llb,- есЛи ПpяМЬIе

ПapaЛЛеЛЬHЬI, To иХ Пpoекции To}ке ПapaЛЛеЛЬHЬI.
15. д - ((и)).
16. v - ((или)).
I .7 .  V -есЛи 'To .
18. -+ - oтoбpa)кеFlие' ПpoеЦирoBaние.
19. ?* - oтoбpaжениr BpaщениеМ' ПoBopoToм (без yкaЗarrия oси Bpaщения):

A ?. A - Toчкa A вpaщением (пoвopoтoм) oтoбpaжaеTсЯ B тo.lкy A.
A^ +\zU. +, - BpaщеЕIие Boкpyг yкaЗaHHoи oси.
21. | - пoсTpoиTЬ.

Er---*



1. MЕTot ПPoЕкциЙ

1.1. Свoйства еBкЛиДoBa ПpoсТpa[IсTBa

Сoглaснo TеopиИ Мt{o)кесTBa лroбoй геoМеTpический oбъект - ЭTo Мl{o-
)I(есTBo Toчек. oтoбpa>кrние ГеoМеTpическoГo oбъектa нa ПлoскoсTи Мo)кнo
BЬIПoлt{иTЬ с ПoМoщЬЮ Пpoециpoг,aHИЯ ToЧек oбъектa нa ЭTy ПЛoскoсTь (плoс-
кoсTЬ пpoекций) t1]. oснoвнoй МеToД ПoсTpoения TеХHическиХ изoбpaже-

",o. 
МеТoД rjpoециpoBaтИЯ.

1. Если тoчкa A пpинaдЛе)киT пpямoй ЛLтHИИ b, a пpямaЯ IIИHиIЯ b пpинaд-
Ле)киT tlЛoскoсTи Q, тo и Toчкa A пpинaдле}киT плoскoсти Q.

2. flве paзличнЬIr ToЧки A и B BсеГДa ПpинaДЛе)кaT oДнoй пpямoй ЛИHk|И a
иЛи чеpеЗ ДBе FlесoBПaДaroщие Toчки A и B Мo)кHo ПpoBесТи тoЛЬкo o.цнy
ПpяМyЮ ЛиHиIo.

3. Тpи paзлИЧнЬIе (несoвпaдaroщие) Toчки A, B и C, нe Пp}lнaДЛе)кaЩие ot-
нoй пpямoil лllнии, ПpинaДЛе}кaT оДнoй и ToЛЬкo oДнoй плoскoсти Q.

4. Если tBе тoЧки А и B, пpинa.цЛех(aЩие пpямoй ЛI4I7ИИ a' ПpинaДЛе}кaT
ПЛoскoсTи Q, тo И ПpЯNIaЯ ЛI4Hv{Я a ПpинaДЛе)I(иT плoскoсти Q.

5. {ве пpямЬIе ЛI1НИИ а и b, пpинa/{Ле)кaЩие oДной пЛoскoсTи Q, либo Пepе-
секaIoTся, либo не иМеIoт oбщей Toчки (пpямьlе ЛИHИИ a и b
лельньt)'

6. f lве плoскoсTи R, Q либo ПеpесекaroTсЯ' либo oFIи пapaЛЛеЛЬнЬI.
"/. Пpямaя ЛИI1I4Я a' не пpинaДЛех{arцaЯ ПЛoскocТи Q, либo ПеpесекaеT ПЛoс-

кoстЬ Q, либo oнИ ПapaЛЛеЛЬньI.



1.2. I{енTpaЛЬнoe пpoециpoBallие

''-- 5

Pпс. 1.1

S- ценTp пporцуlpoBaНkIЯ (p"с. 1.1). CлеДyеT сTpoиTЬ Пporкции ToJIькo

xapaкTеpgЬIx Toчeк' кoTopЬIе o,цнoЗнaчнo oпpе.цeJlЯroт фopмy и paзМеpЬI пpo-

ециpyеМoгo oбъектa. B симвoЛьнoМ Bи.це:

A -+ A,,; B +B,,i С + C,,.

Ha pисyнке l .1. . .

1.3. ПapaЛЛеЛЬнoe пpoeциpoBallие

Если S _+ oo (p,с. 1.2), тo Пpoециpyющие лyчи стaнoBяTся ПapaЛЛеЛЬнЬI-

ми. B этoМ сЛyчaе неoбxo.циМo зaДaBaTЬ IIaпpaBлеIIие ПpoециpoBaНklЯ (век-

Top - n). Если n I F (плoскoсTи Пpoекций), To ПpoециpoBa}Iие }I€BЬIBaeTся

ПaрaЛЛrЛЬнЬIМ opToгoHaJIЬньIМ. (orthogonios - ПpЯMoyгoпьньrй). Этo oснoв-

нoй спoсoб пoсщo eН|4Я Tеxничrскиx изобparкений.

Ha pисyнке 1.2 ...

l*
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Prtc,1.2

ИнвapиaIITIIЬIе свoйствa пapaллrЛЬнoгo пpяMoyгoльнoгo Пpoециpo-
Baния

l. Пpoeкция ToЧки rсTЬ еДинсTBеtIнaя ToЧкa (pис. 1.3), нo кaxсДoй Пporкции
сooTBеTстByеT МнoжeсTBo ToЧек' Лe)кaщиx нa пpoециpytoщеM лyЧе (кoн.
кypиpyющие тoнки).

Pис. 1.3

Пpoекция пpямoй IIИHИИ (pис. 1.4) в oбщем
(свoйствo сoxpaнени,{ пpяMoлинейнoсти):

2.

I

^i =^:;=^: S-.**

сЛyчaе eсть пpяIiaЯ ЛИНИЯ



ИЛИ

З. Пpoекция Toчки' ПpиHaДЛежaщей ЛИ11ИИ (pис. l.4), пpинa.цЛе)киT Пpoек-
ции этoй ЛИH|4И (свoйствo сoХpaненИЯ ПpИНaдлежнoсти)'

P*tc .1 .4

4. oтноtпение' B кoTopoM ToЧкa .цеЛиT oTpеЗoк пpямoй ЛИ:t1ИI4, o.цинaкoBo
,цЛя opиГИНaЛa и rГo Пpoекции (pис. 1.4)' Cле.цсTBие: сеpе.цинa oTpезкa
пpямoй ЛИIfiIpl opигиIIaJIa llpoециpyется B сеpе.циt{y егo Пpoекции.

5. Пpoекции ПapaJlЛrЛЬнЬIx tlpяМЬIx линий' пapа.ПЛеЛьньr (pис. 1.5).

нa6.

Pис. 1.5

Плoские фигypьr, ПapaЛЛеЛЬнЬIе пЛoскoсTи
ЭTy ПЛoскoсTЬ B }IaTypaЛЬнyro BеЛиЧинy (сМ'

пpoекцийt' ПpoеЦиpyloTся
pис .  l  .2 '  | .6) .

br.---



7. Тoчкa ПеpесеЧениЯ ПpяМЬIх
пpoекций (pис. 1.7).

Pис. 1.6

ILИHИИ ПpoециpyеTcЯ B Toчкy ПеprcrЧеHИЯ ИX

8.

Pис. 1.7

fлинa пpoекциИ oTpеЗкa пpямoй ЛИHИИ paBнaдлине oТpеЗкa' yМHoженнo-
Гo нa сosс[' ГДе с[ - yгoл Е{aкЛoнa пpямoй Лv|НИИ к пЛoскoсти пpoeкций.
B чaстнoсTи: rсли oTpеЗoк пpямой ЛИНИИ ПapaЛЛелеFl ПлoскoсTи Пpoек-

uий (сx:0, сosсt: 1), тo ДЛИHa еГo Пpoекции paBlra Длине сaмoгo oTpеЗкa
пpямoй I|ИHИИ (pис. 1.8):



Pис. 1.8

Tеopемa o пpoециpoBallии пpяMoгo yглa. Пpямoй yгoЛ, oДHa сTopoнa
кoTopoГo пapajlЛeлЬнa ПJIoскoсTи пpoeкций' a.цpyгa,l к ней не Пеpпен.цикy.
Ляpнa, пpoециpyeтся нa эTy ПJIoскoсTЬ B нaTypaJlЬнyк) BеJIичинy (pис. l.9).
Этa теopеMa сПpaBe.цjlиBa И ДЛЯ скpещиBaloщиxсЯ ПpяМЬIx линиЙ'

Pпс. 1.9



2. ЭПIoP MoHЖtA

2.1. oбpaTиMoсTЬ ЧеpTе)кa. Эпrор Moнжсa

oпеpaция ПpoeциpoBaтИЯ pешIaеT пpяМyro ЗaДaчy нaчеpТaТельнoй геo-
МеTpии - ПoсTрoениr изобpa>кениil o6ъекTa нa ЗaДaннyЮ ПЛoскoстЬ Пpoек-
uий. oбpaTg'aЯ ЗaДaЧa тpебyет pекolrсTpyкЦиЮ oбъектa пo еГo изoбpaжениЮ.

oбpaтимoсть чеpTе)кa - эTo вoзМo)кнoсTЬ otlpе.цеЛяTЬ Пoлo)кеt{ие
и ПapaМетpьr лroбoй тoчки oбъектa oтнoсиTеЛЬнo ПЛoскoсTи Пporкциil илw
oТнoсиTеЛЬнo лpyгoй тoнки [1].

Чеpтеж' Пo кoTopoМy Мo)кHo pекoFlсTpyиpoBaть oбъект (оpигинa.п), нaзьI.
BaеТся oбpатимьlм.

2.2. ЬбcoЛIoTIlая (ACК) и oтносиTeЛЬная (oCК) системьI
кoopДиIIaT

Лroбoй чеpTеж ДoЛ)кен oблaдaть МеTpическoй опpеДеЛе}Iнoстьrо. fля этo-
гo Пpoециpyемьrй oбъект (зaкpеПЛяеTся)) B некoTopoй системе кoopДиrraT.

Aск

Ha pисyнкax 2.|, 2'2. . .

2.3. ПoсTporние TpеTЬей Пpoекции oбЪекTa

Лrобьlе двr Прorкции Toчки o.цнoзнaЧнo oПprдеЛяIoT ее ПoЛo)кеHие
B ПpoсТpaI{сTBе.

Пpи неoбxo.циМoсTи BBoДяT TpеTЬrо ПЛoскoсТЬ ПpoекциЙ (pиc. 2.|,2.З), нa
кoтopoй сTpoяT дoПoЛниTеЛЬнЬIе изoбpaжения. Этa ПЛoскoсTЬ Мort(rT paсПo-
лaГaTЬся:

. I Iaнo: . . .

oпpеДеЛиTЬ:

12



t:

Pиc.2.|

t:
13

Ptrc.2.2



Pис. 2.3

2.4. f|oлoя(ениe ToЧек и пряMЬIх oTнoсиTеЛЬнo ПЛoскoсTeй
Пpoекций
Тoчки МoгyT ЗaниМaTЬ oтнoсиTелЬнo плoскoстей пpoекций oбщее

и чaстнЬIе пoлoяtения. tla pисyнкaх 2.4,2.5 ДaнЬI Tpи Пpoекции тoalек A, B, C.
Toчкa A зaнимaет oбщее ПoЛo)кеFlиr oTнoсиTеЛЬнo tTЛoскoсTей пpoекций,
a тoЧки B и C сooTBеTсTBеннo - ЧaсTнoе пoЛoя(еFlие.

flaнo:

oпpеделить:

14



B,'' Ё

Plцc.2.4

PlIс. 2.5

flля пoстporния Пpoекций ПpяMoй IIи|HИИ Е{еoбxoДиМo ПoсTpoиTЬ IIpoек-

циИ ДByх ToЧеK' Пpинa.цЛе)кaПIиx ЭToй пpямoй ЛИkIИИ, Ha pисyнкe 2.6...

15



flaнo:

oпpеделить:

Pnc.2.6

Чaстньlе ПoЛo)кrния ПpяMЬlх линий (pис.  2.7 '2.8):

allv

rll

fu

16

Pttc.2.'7



Pис. 2.8

2.5. oпpеДeЛеHие ДейсTBиTеЛЬнoй величинЬI oTpеЗкa

oпpеделение дeiасTBиTельнoй величинЬI oTрrзкa спoсoбoм ПpяМoyГoЛЬ-
нoгo TpеyГoлЬникa и спoсoбoм (метoдoм) зaменЬI ПЛoскoсти пpoекций Пpе,ц-
сTaBЛенo нa pисyнкax 2.9, 2'|0'

T7



Pуlc.2.9

1B

Pис. 2.10



Нa pисyнке 2.10. . .

,(aнo:

oпpеделить:
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3. ЗAДAI{иЕ и ПoЛo}кЕниЕ
IIA ЧЕ,РTЕ}ItЕ

ПЛocкoСTlI

3.1. Зaдaние ПЛoскoсTи нa ЧrрTе}ttе

OпpеделиTеЛЬ ПЛoскoсTи- сoBoкyПнoсTь yсловий, нeобхoДиll{ЬIx

иДoстaToчнЬ lх 'ДЛяЗaДанияэтoйn , "o .*o . ' и (pис .3 .1 ' 3 .2 ) .
Ha pис.  3 .1  . . .

1) 2)

2'
G)

/
1',

b ' с

4) s)

Pис.  3.1

2A



3.2. Полo)ке}lие ПЛoскoстей oтнoсиTеЛЬtlo
ПЛoскoстей пpоекциЙ

Pис .3 .3

Ha pисyнке 3.3. . .

.{aнo:

oпpеделить:

Плoскoсть (pис. 3.4)...

Pис.3.4

2L



Плoскость (pис. 3.5)...

Ha pисyнке 3.6. . .

,{aнo:

oпpеделить:

R2IF, RlJ.H, R2 IIRS Ql l |н,  Q2lIP

Y

72

Pис .3 .б



3.3. BзaиM[Ioе ПoЛo)кение ПpяlиЬIх линий

ПpямьIe Линии B пpoсTpaнсTBе МoГyT бьIть пaрaЛЛеЛЬнЬIг}tи' Мoryт пе.
pесекaTьcя |1шИ скpеЩиBaTься (pl,тc. З.7).

2) сПd 3)AB.CD

D';

Cкpещиваtoщиeся ПpяMьtе Линии

3.4. BзаиMнaя ПpинaДЛe)кнoсTЬ Toчки' ПpяМoй линии
и ПЛoскoсТи

Toчкa пpинaДЛе)I(иT ПЛoскoсTи' есЛи oнa ПpинaДЛе)киT ЛVII|ИИ, Ле)кa-

щей в этoй ПЛoскoсTи.
Ha pисyнке 3.8. . .

Дaно:

oпpеделить:

1)  a l lb

^}hЦ
Нaпpaвле",. tpoециpoBaниjl la ПЛoскoсТЬ l

П
H

zз



Aлгopитм, oПpеДеЛяroщий ПpиHaДЛеxtнoсTЬ Toчки D плoскoсти Q:

Pис .3 .8

Прямaя Линия пpинaДЛе)кит ПЛoскoсTи' есЛи . . .

Ha pисyнке 3.9. . .

!aнo:  a)  Q: {ABс};  D (D, , )  е  Q; б)  Q: {ABс};Е(Е, , i  Е);  Е G Q: ?
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oпpеделить:

Aлгopитм pешениЯ зaДaЧИ, Пpе.цсTaBленнoй нa pисyнке 3.9:

Pис .3 .9

25



4. BзAиMHOЕ ПoЛo}кЕ.HиЕ ПPяMoи IIиIIJ.уLиI
и шЛoскoсTvl

4.1. ГлaвнЬlr ЛrIHk|kI ПЛoскoсти (линии ypoBня'
Линии нaибольшIeгo нaклoнa)

Глaвньlе Линии ПЛoскoсTll ПoЗBoЛЯIoT ToчIlo BЬIяBиTЬ opиеHТaциЮ

пJIoскoсTи oTI{oсиTеЛЬl{o ПЛoскocTей пpoекЦиЙ ут' yПpoсTиТЬ pеЦIrHие pяДa Зa-

ДaЧ нaЧеpTaтеЛЬHoй геометpии (pиc. 4.l).

Pис. 4.l

26



oпpeдeлeHИe
лИHlАИ HaиooлЬшeгo
HaКпoнa к зa.qaннoЙ

пЛoсКoстИ

Prtc.4.2

Линии ypoBIIя - ПряMЬIе Линии t h' p. Прямьlе Линии нaибoльlшегo
нaкЛoнa - ПrpПенДикyЛяpньl ЛинIrяN{ ypoBня (pис. 4.I '  4 '2).

Ha pисyнке 4 .2 . . .

.(aнo:

oпpеделить:

4.2, BзaиМнoе ПoЛoж(еtlие Пpямой Линии и ПЛoскoсTи

Пpямaя ЛИНИЯ Мo)кеT пpиrraДЛe)кaТЬ ПЛoскoсти' Пеpесекaть (бьlтЬ пеpПeн-
.цикyЛЯpнoй) или бьIть ПapaПЛеЛьнoй ПЛoскoсТи. ПpямaЯ ЛIlHИЯ. '. .

Услoвия ПapaЛЛrЛЬнoсTи пpямoй Линии и ПЛoскoсTи
Пpямaя ЛиtIия ПaраЛЛеЛЬнa ПЛoскoсTи' есЛи oнa Пapa[ЛеЛЬнa кaкoй-

либo пpямoй ЛИHИLI, ПpиrraДлrжaщей этoй ПЛoскoсTи.

Oпpeделеtlие ToЧки пеpeсечeния Пpямoй линии и пЛoскoсти
Пpямaя ЛИ:нI4Я и пЛoскoсTЬ Пеpесrкa}oтсЯ B Toчке, нo в этoй Toчке Пеpесе-

кatoTся и ДBе ПpяМЬIе ЛИНИИ. Пoэт.омy ЗaДaЧУ Мo)кнo сBести к бoлее пpoстoй.

27



К oпpедеJIению тoчки Пrpесече HИЯ ЗaДa1нoй пpям oi,t литlии с l{rкoTopoй пpя-

мoй линией, пpинa.цЛе)I(aщей плoскoсти.

B чaстнoM cЛyчaе ДBе ПеpесекaЮщиеся ПpяMЬlr гrИI1ИИ oбpaзytот Пpoеци-

pyЮщyЮ ПЛoскOсTь Q фис. 4'З,4.4, a).

Pис .4 .3

Ha pисyнкe 4.3,

flaнo:

oпpеделить:

a)

4.4. . .

78

Pпc.4.4



4.

oбщий aЛГopиTМ oПpе.целения Toчки
с пЛoскoстьro (pис ' 4,4' 4.5):
1 .

2.

3.

Ha pисyнке 4.5. . .

fiaнo:

oпpеделить:

Пеprсечения пpяМoи I1I4HИk1

Pис .4 .5
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Чaстньtй слyvaй oпpеДеЛеtlия тoчки пеprсечeния пpямoй Лиt{ии
и пЛoскoсTи

Из элементapнoй ГroМеTpии иЗBrсTFIo: ПpяMaя Лиllия' пeрпеHДикyЛяp.
нa пЛoскoсTи' есЛи oнa пeрпeнДикyЛяpнa ДByM пeресекающиN{ся Пря.
MьIги ЛllHияM' ПpинаДЛея(aЩиП{ этoй ПЛoскoсти (pиc. 4.6).

Ha pисyнке 4.6. ' .

laнo:

oпpеделить:

Рис .4 .6

Из всегo Мнo)кесTBa ПpяМЬtx линий...

Nr '

з0



4.3. BзaиMнoe ПoЛo)ttениr ПЛoскoстей

Услoвия пapaЛЛеЛЬHoсти плoскoстей

fве плoскoсTи ПеpесекaroTся Пo ПряМoil, линии - сoбственнoй ИЛИ :нe-
сoбственнoй. Bo BTopoМ сЛyчaе ПЛoскoсти HaЗЬIBaIoT ПapaЛЛельнЬIМи

ПлoскосTи ПapaЛЛеЛьнЬI' есЛи ДBе пpoиЗBoЛЬllЬIе пеpесeкaюшIиеся
ПpяMЬlе ЛиHии oДнoй ПЛoскoсTи сooTBrтстBеIlнo ПaрaЛЛеЛьньI ДByrи пe.
peсrкaюцIиMся пpяMЬIM ЛинияIи лpyгoй ПЛoскoсTи.

Нa pис.  4 .7  . . .

laнo:

oпpеделить:

б )

fo* ll foo , hoп lI hoo Э R llQ

в )a)
M"

1
I
l.

Pиc.4.7

з 1



4.4. ОпpеДеЛение Лиttии Пеpесечения ДByx плoскoстей

Пyсть Зa.цaнЬI Две плocкoсTи: Q и R (pис. 4.8).

oпpеделить:

utЛгopиTМ' oПpеДеляroщий пoсTрoенИe ЛИlнИI4 ПrpесеЧения ДByx ПЛoскo.
стей oбщrГo ПoлoжениЯ.

1. !ля oпpеДeЛeНИЯ пpямoй ЛИHl'4И ПеpесечеHиЯ ДByx ПЛoскoсTей неoбxo-
,циМo. . .

2. М:(R1 nR)n(R1 ПQ);
ц:(R2nR)n(R2nQ);
m: (M, N).

З. oпpеделиTЬ BиДиМoсTЬ Плoскoстей (плaстинЬI нr пpoЗpauньr).

з2

Pис .4 .8



ПoстpoиTь ЛIlниto Пеpесeчerrия ДByx неПpoЗрaЧHЬIx пЛaстиlI
(плoскoстей)

Ha pисyнке 4 .9 . . .

laнo:

oпpеделить:

P*tc.4.9

a)

33



4.5. ПеpПенДикyЛяpнoсTЬ ПpяMьIx Линий общегo ПoЛo)кения

Пpизнaк ПеpПеЕ{.цикyЛяpнoсTи ПpяМЬtx линий oбщегo Пoлo)кеHИЯ.' ...

2.

3.

4.

б )

m t t=Q t t

a

з4

Pис .4 .10



4.б. IlеpПеtlДикyЛяpнoсТЬ ПЛoскoстей

Если ДBe пЛoскoсTи BЗаиiинo ПерПенДикyЛяptlЬI'
ПpoхoДиT ЧеpеЗ ПеpпенДикyЛяp к дpyгoй ПЛoскoсTи.

oтсюДa сЛеДyеT ДBa спoсобa ПoсTpoеHиЯ BЗaиМнo
плoскoстей:
1 .

2.

Ha pисyнке 4.1 l . . .

flaнo:

oпpедeлить:

тo кa2кдaя из них

пеpПеHДикyляpнЬIХ

a) б)

hй

Pис.  4.1 l
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5. MЕTPиЧЕCкиЕ ЗAtAЧи HAЧЕPTATЕ,ЛЬHOЙ
гЕ oIvIЕTPии. MЕ TotЬI ПPЕ oБPAЗ o BAIII4я

oPT oГoHAЛЬнЬIх ПPoЕ кЦии

5.1. MетoД зaMенЬI ПЛoскостей прoeкции

Плoскoсти oбщегo ПoЛo)кеHиЯ необxoдимo yMrTЬ пpеобpaзoBЬIBaТЬ
B гIporциpyЮщие И ПЛoскoсTи ypoвня. fля эToГo ИсПoЛЬзyroT ДoПoЛниTrЛЬ-
нЬIе ПлoскoсTи пpoекций (плoскoсTи ЧaсТнoГo ПoЛoжения), Пеpпе}rДикyЛяp.
}lЬIе ПлoскoсTЯМ oбщегo ПoЛoжения

CлеДoвaтеЛЬнo' ПлoскoсТь oбщегo Пoлo)кеЕ{иЯ .цoл)кнa сoДrp)I(aTЬ ПpяМyЮ
ЛиниIo ЧaсTlloГo ПoЛo)кеHия (h), tlеpпенДикyЛяpнyto ДoПoЛriиTельнoй пЛoскo-
сTи Пpoекций (Fl) (pис.5.1, a). ЭтимИ ЛИlt7ИЯNIи МoГyT бьlть ПpяMЬIr ЛИI1ИИ
ypoBня: ГOpиЗoIiTaль h или фpoнтaль f.

!ля oпpе ДеЛeНИЯ lастинoЙ BеЛичи}lЬI oTpеЗкa прямoй III4НИИ или плoскoй

фиrypьr неoбхoдиМo BЬIПoлHить ЗaМенy шЛoскoсТей пpoекций.

36
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Oпpеделeние крaтнайtшегo рaсстoяния oT Toчки Дo пЛoскoсTи

Ha pисyнке 5.1  ,б . . .

laнo:

oпpеделить:

Чтoбьl oПpе.цеЛиTЬ кpaTчaйшее paссToяниr oT Toчки Дo пЛoскoсTи oбщегo
пoлoжения (в oбщем слyчaе, сМ. pис. 5'1, a, в), неoбxoДиМo BЬIПoЛниTь зaМe-
нy ПЛoскoстей пpoекций (имеroтся и ДpyГие MrTo.цЬI prшIеHия .цaннoй зaдaни).

B некoтopЬIx сЛyЧaЯX, HaПpиМеp, ДЛЯ oПpе.цеЛеъlИЯ ИcТИнoй величинЬI
плoской фигypьI, неoбxoдиМo ДBa)кДЬI BЬII]oЛF{иTЬ ЗaМенy пЛoскoстей пpoек-
ЦиЙътa эПЮpr Мoнжa (pис. 5.2, a).

Oпpеделение кpaтuaйцIегo paсстoяния oТ Toчки Дo пряп{oil лlltl*lll

Ha pисyнке 5.2, б...

laнo:

oпpеделить:

Чтoбьl oпpеДеЛиTЬ кpaTчaйшее paссToяниr oT Toчки Дo ПpяМoil линии
oбщегo ПoЛo}{еtlия (в oбщеМ слyчaе' сМ. pис. 5.2, б) неoбxoдиМo .цBa)I{ДьI BьI-
ПoЛниTь ЗaМенy ПЛoскoстей пpoекций.

з7



б)

Рис. 5.2

5.2. MетoД Bpaщения Boкрyг oси'

к ПЛoскoсTи Пpoекций

Ha pиcyнке 5.3. . .

.{aнo:

ПеpПеrrДикуЛяpнoи

oпpеделить:

Toчкa A, пpи BpaщенИИ ее BoкpyГ oси i, ПеpПеt{Дикyляpнoй ПЛoскoсTИH,

ПеpеМеIц aеTcЯПo Дyгr oкpyя{нoс',,1p".. 5.3' a) B ПJIoскoсти Q (Q r i, Q l | нl
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a) б)

<---

Pис. 5.3

5.3. Пpеoбpaзовaниr ПpoекЦии сПoсoбoм
ПЛoскoПaраЛЛеЛЬнoгo ПrpеМещеHия

Пpи ПapаЛЛeЛЬнorи Пеpеtloсе гeoмеTрическoй фигypьI

Ha pисyнке 5 .4 . . .

laнo:

oпpеделить:

i"

t(pl

з9



Ha pисyнке 5.5. . .

{aнo:

oпpеделить:

Pис. 5.4

Х

B

с ' '

ц,,4 l
F ы

H (
A

h'
С '

40
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5.4. Пpеoбpaзовaниr Прoекции сПoсoбом сoBMещeHI4Я.
Bpaщение Boкpyг Линий ypoвня

Cпoсoб сoBМещенИЯ - чaстньrй слy.raй BpaщrниЯ Boкpyг ЛИНИу1 ypoBня
(следa ПЛoскoсTи). Этo пpеoбpaзoBaние ПrpеBo.циT ПЛoскoсть oбщеГo ПoЛo-
)кения B ПлoскoсTЬ ypoBнЯ. ПpименяеTся .цЛя oпpеДеЛениЯ истиннЬIx BеЛичиH
oTpезкoB, yгЛoв и Плoскиx фигyp, т.е. ДЛя pецrения МeTpическиХ зaДaч.

Ha pисyнке 5 .6 . . .

.Цaнo:

oпpеделить:

Pис. 5.6

Ha pисyнке 5.7 ' . .

flaнo:

oпpеделить:
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Q'

Ha pисyнке 5.8 . . .

laнo:

oпpеделить:

Plrс. 5.7

42

Pис .5 .8



6. M[Io г o г PAHIIики. o[IPЕtЕ ЛиITE, ЛуI
IIPиЗMЪI уI ПиPAMиtЬI

Нa pисyнке 6. l . . .

{aнo:

oпpeделить:

llq . ПpяМaя ПpизМa
I{q . нaкЛOннaя ПpизMa

Гpaнь Гpaнь

Pис. 6.l

4з



Ha pисyнкe 6 '2 . . .

{aнo:

oпpеделить:

Pис. б.2

6.2. Линии Пеpесечения ПoBeрхнoсTи МHoгoгpaнника
ПЛoскoсTьto ЧaсTнoГo ПoЛo)кеHия

Пp" Пеpесечrнии ПoвеpxнoсTи МнoГoГpaнникa ПЛoскoсTЬro ПoЛyчarTся
ПЛoскaя фигypa - МнoГoyГoЛЬник' .. '

Ha  pисyнке 6 '3 ,  a . . .

/{aнo:

oпpеделить:

44
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б)

Х

Pис. 6.3

6.3.oпреДеЛeниеToчекПеpесеЧeHияПoBеpxHoсTиМHoгo.
грaнникa с ПpяMой линией

Ha pисyнке 6.3, б, . .

Д.aнo:

oпpеделить:

6.4. oпpеДеЛrние Линий ПерeсеЧения ПoBеpхнoсTи lvtнoгo-

гpaнникa с ПЛoскoсTЬto oбЩего пoЛo)кrния

Пpи пеpесеЧеHии МHoГoГpaнникa ПЛoскoсTЬIo ПoЛyЧaеTсЯ Плoскaя фигy-

pa - МttoГoyГoЛЬник' кoтopьtй нaЗЬIBaЮT сеченИем (pис. 6.3, a, pиc. 6.4, a, б).

BеprшиньI МHoГoyГoЛЬl{икa ПpинaДЛежaт pебpaM' сTopoнЬI - гpaЕIяM. Мнoгo-

yГoЛЬHик Мoх{е.г бьlть ПoсТpoен дByMя спoсoбaми' нaзЬIBaеМЬIMи:

45



2MеToД pе()ep

Нa pисyнкe 6.4. , ,

laнo:

oпpеделить:

Pиc.6.4

б.5. oпpеДеЛение ЛиHий Пеpесечeния ПoBеpхнoсТeй ДByх
МHoгoгpaнникoB
Из Бyлевoй aлгебpЬI иЗвестFIo'

BеpГIIyTЬi сЛrДyЮщиМ oпrpaцияМ:
(pис. 6.5).
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Чтo ДBa МнoГoГpaнникa МoГyT бьlть пo.Д-
объединeниe' Пеpесeчениe, BьIчIlTaние



Пpи пеpесеЧении ДByx МнoгoГpallникoB MoxtIIo IIOJIу{иTЬ MIIoгoгpaHIIик

(p"с.о.s;. л""ии Пеpесечrни'l Bo Bсеx paссМoTpeнньIx сЛуIaЯx бyдy' o.цинa-

й"",. фис. 6.5, a,б,Ъ, г). Иx мo>кнo oПpе.цrЛиTь ДByMя спoсoбaми:

О спoсoбом гpaней

Pис. б.5
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Ha pисyнке 6.6 ' . .

flaнo:

oпpеделить:

Pис.6 .6
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7. ПOBЕPхнOсTи

7.1. oбpaЗoвaние и зaДaние пoвrрхнoсTи нa чеpTе)I(е
B мaтемaTике счиTa}oT' чTo ПoBepxнoсть нrпреpЬIBнoe Mнoж(e.

стBo Toчек, Ме)кДy кoop.цинaTaМи кoTopЬIx yсTaнoBЛrнa 3aвисиМoсTЬ' oПpе-

.цеЛяеМaя ypaBI{rниеM виДa F(x, y, z). F(x, у,Z)- МнoГoчЛен n-й сTrпеHи или
в фopме Tpaнсцендентнoй фyнкции. B пеpвoМ cЛyчar пoвеpХнocTи нaЗЬIBa[oT
aлгебpaическигrlи (n-гoпopядкa)' Bo BTopo TpaнсценДeнТньIlvtи [1].

ПoвеpхнoсTЬto нaЗЬIBaeTся IrеПpеpЬIBнoе ДвyxПapaМеTpическoе МHo>ltе-
сTBo ToЧек.

Ha pисyнке 7.1 пpедстaBЛен пpoцесс oбpaзoвaниЯ tloBrpХнocТи Пpи Пеpr-
Мещении пo.цBи)кнoЙ линиvt l (oбpaзyroщей) B.цoЛЬ t{епo.цBи)l(нЬIx Линий q|
и q2 (нaлpaBЛяIошlих). Taкoй спoсoб oбpaзoвaния пoвеpхнoсTи нaзЬIBaIoт ки.
негиaTическигr{.

Mнox<ествo Toчек ИЛ|4 линиЙ,, oПpеДeляЮщиx ПoBеpХнoсTЬ' I{aЗЬIвa[oT
кapкaсoм пoBеpхнoсти. Кapкaс бьlвaет ToчеЧнЬIМ и линейньIм.

Линейн ьI M кapкaсoпI HaзЬtBаroT MHo)I(есTвo ли ний' игvtек)щиx еди ньlй
зaкoн oбpaзoвaния и сBязaнHьIx Mе)кДy сoбoй oпpеДeЛeннoй ЗaвисIlМo-
стЬIo.

oпpедeлиTеЛь ПoBеpxнoсTl{- сoBoкyпнoстЬ IIезaBисигиЬIх yслoвий,
oДtloзHaчнo зaДarorцих п oBеpхнoстЬ.

B сoстaв oПpеДеЛиTеЛя Bxo.цяT:
. ГеoМетрические oбъектьt ...

aЛгopиTМ фopмиpoBaНИЯ ПoBеpХнoсTи . . .
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P*tc.'l.l

oДнa и тa же пoBrpк{oсTЬ МoжеT иМеTь paзЛиLIHЬIr oПpеДеЛИ.ГеЛИ (умc.7.2).

Ф(L i) [Al] Ф(q, i) [A2] Ф(p, i) [A2]

Pпc.7.2

Лин.rцц кa pкaсa пoверхнoстей
Ha pисyнке 7.l пoвеpxнoсTЬ Зa.цaнa кapкaсoм (семейсTBo Линий l и q).
ПoвеpxнoсТи Moжнo paзДеЛиTЬ I{a ДBa кЛaссa: нелинейЧaTьIе (oбpaзyro-

щaЯ - КpИBaЯ линия) и линейчaТЬtе (oбpaзyюЩaя - ПpЯ|vIaЯ lиния).

50
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Пoстpoение Пpoекций (онеpкa) ПoBеpхHoстей
Ha pисyнкe 7.З ЗaДaнЬI... .

Pиc.7.3

Линии кapкaсa ПoBеpхrroстей Bpaщения
ПoвеpxнoсTЬIo BpaЩения нaЗЬIBaIoT ПoBrpxнoсTЬ' кoтopaя oбpaзyется

линиeiц Пpи ее BpaщеHии BoкpyГ неПo.цBи)кнoй oси. oпpеделиTrЛЬ IIoBеpxнo-
сти: oбpaзy}oщaя ЛИHИЯ - l, oсь Bpaщеrrия i и yслoвие [A] o ToМ' чтo линия l
BpaщaeTся Boкpyг oси i.

Ф(l' i) [Al
Ha pисyнкe 7.4...

1 (oсь)
t-I-l

1 (oсь)
J,,

ГЛaBнЬIи
МrpИДИaI1

пapaЛЛrЛЬ

экBaTop

t{€pиДиaн
гЛaB}IЬIи
МеpиДиaн

ПapiшЛеЛЬ
rП; ]

МеpиДиa}I
l i

ЭкBaTop

Pпc.7.4

ЭКBaTop
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7.2.Toчки и Линии нa пoBеpхtloсTяx

Cледyет иМеть BBиДy' ЧTo Toчкa Пpинa.цЛе)киT ПoBеpx}loсTи' rсЛи oнa
ПpинaДЛе)киT кaкoй-либo IIИHИ' ПpинaДЛежaщей этoй ПoBеpxнoсти (l; иЛи m;).

Toчки на ПoBеpхlloсTяx
Нa pисyнке 7.5. . .

laнo:

oпpеделить:

a) в)

I i"
i

/п
L- -1- J

Ч \l'r

/Ъ
(- -фI__ J
\_-/

I i"

o

Pис .7 .5

Нa pисyнке 7 .6...

laнo:

oпpеделить:

oткpьIтьlй тop (кoльцo) пpи R < t -

Bpaщения ПoBеpxЕIoсTи (p,с. 7,6, a).
ЗaкрьIтьIй тор пpи R _ t- oкpy)к}IoсTь

}roсTи;
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oкpy)кHoсTЬ t{е ПеpесекaеT oсЬ

кaсaеTсЯ oси BpaщeНИЯ ПoBеpx-



Caмoпеpeсекaroщийся тop пpи R
Bpaщения ПoBеpхнoсти (pис. 7 .6, 6).

ПoвеpхнoсTЬ Topa' пpеДсTaBЛеI{l{oгo
BеpToГo ПopяДкa (пеpесекaется пpямoй
Тoчкax (pиc.7 .7).

> t - oкpyxtt{ocтЬ ПrpесекaеT oсЬ

нa pисyнкe 7.6 - ПoBеpxнoсTЬ чrT-
ли:ниeЙ в oбщем сЛyчaе B чеTЬIpеХ

I i"'
/ ' l \

I
I

х i . /
i;

I
.. / l \

/ i

R<t R>t

Pttc.7.6

Ha pисyнкe 7 .7 .. '

flaнo:

oпpеделить:
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a) R< t (откpьIтьlй тop)

Линии нa lloBrpxнoсТяx

Ha pисyнке 7.8 зa.цaнЬI:. . .

P*tc.7.7

a)

б)

в)

г)

б) R: t (зaкpьlтьrй тop)

\ v l
\ l

\ r
\ l /
\и
I---Г
/п/ : \

/ l

I
I

l-
I

t '.. 
i

\ l_ri
t ' ,

."I

I
I

I
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oпpеделить:



r i"t

q- q-

q-q-

_ -_+__ - -
I

I
I
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Pис. 7.8



7.3. Линии Пeресечения ПoBеpхнoсTи с ПЛoскoсTЬк)

Ha pисyнкe 7.9 зa.цaнa пoвеpxнoсTЬ ПpяMoгo кpyгoвoгo циЛин.цpa. Плoс-
кoсTЬ МoжrT ПеpесекaТЬ ЭTy ПoBеpхHoсTЬ Пo TaкиМ линиЯМ:
. ДBе пpяМЬIе ЛИHИИ

oкpy}I(HoсTь - ...

oпpеделить:

3":(b") 1i"

_Q"'

R'l th'

\
mt'

/

b'

,il -

at
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Pnc.7.9



Ha pисyнкax 7.|0, 7.l1 зaдaньt ПoBеpxFIoсTи ПpяМoгo кpyгoBoГo кoнyсa.
Cекyщие ПлoскoсTи МoгyT ПеpесекaтЬ ЭTи lroBepхнoсти Пo TaкиМ ЛИНИЯ|vI:

o ДBе paсПaДaЮщиrся ПpяМЬIе ЛИНИИ ,,,

oкpy)кHoстЬ ...

ЭлЛиПс . . .

пapaбoлa . . .

.цBе BеTBи гипеpбoльI

oпpеделить:

u"-16";1i'r
a) б)

I 
i ttt

Pис.7.10
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,R3"

Pис.7.11

Ha pисyнкe .| .|2. . .

.{aнo:

oпpеделить:

Пopядoк ПoсTpoения ЛlIнии.

1.

2.

a
J .

4 .
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hod

R'\
./^

Q"

Puc.7. l2

Hapисyнке 7.13. . .

,{aнo:

oпpеделить:
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Ф

€

?4

ho*
{, )f---

^рr{r\Х1кl

Pис.7.13

Ha pисyнкax 7.14,7 .15 .  .  .

,{aнo:

oпpеделить
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oвaльl Кaссини

i  , i  l \  \
, ,9  |  Ч ' '

;иiqы

R>r. h=R-r

R>r, h>R

Pпc.7.|4

I
--,,- l - ----

{-", L,-\
\ l t

\ l i- 
;-l-i

\ < \ r ' l t t J

Pис.7.15
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7 .4. T oчки ПерeсеЧения пpямoй IIkIHk|kI

с ПoBepхнoсTЬю BpaщеHия

Ha pисyнкe 7.|6, aзaдaнa ...

oпpеделить

Ha pисyнке 7.16,6 зaДaшa ...

oпpеделить

ti t t  mt '

s"
A"

62

Pис.  7. lб



oпpеделить:

a) ]'ils,,

F{a pисyнке 7. |,7 зaДalla...

Aлгopитм ПoсTpoениЯ Toчек:
1)

2)

3)

4)

A 1(yвелиuенo)

P*tc.7.l'7

6з



Ha pисyнке 7.  l8 .  .  .

laнo:

oпpеделить

a)
l"

- - - l  /.9,
/ 

-\,

Pис .7 .18

7.5. Hoрг{aЛЬ и кaсaTеЛЬHaя ПряMaя к ПoBеpхнoсTи.
ПлоскосTЬ' кaсaTеЛЬнaя к ПoBеpхtIoсTи

Hopмaль к пoвеpхtloсTи в дaннoй Toчкe - ПpяMaя Линия' ПеpПеHДи.
кyЛяpная к кaсaтельнoй ПЛoскoсTи и пpoхoДяrrдaя чеpез Toчкy кaсaния
(пoвеpxнoсти и плoскoсти)

ПлoскосTЬ' кaсaTеЛьнaя к пoBеpхнoсTи
ПлoскостЬк)' касaTrЛЬной к пoBеpхнoсTи B зaДанной тoчке' нaзЬIBа.

lt lT пЛoскoсть' oбpaзoвaнHyю кaсaTеЛЬtIьlMи' ПpoBеДеннЬIMи клrобьlм
кpиBЬIM' пpиHaДЛея(aщиN{ пoBеpхнoсти и ПpoхoДяЩиM чеpr3 эTy Toчкy.
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Ha pисyнке 7.19 a...

{aнo:

oпpеделить

Pttc.7.l9

Hopмaль и кaсaTельная ПpяMaя к пoBrрхнoсTIl
Кaсaтельнoй пpямoЙ линией к пoвеpxнoсTи нaзЬIBaIoT ПpяМyЮ ЛиFIиIo,

кaсaTrЛЬнyЮ к кaкoй-либ o кpивo il, rlpинaдлеx<aщей пoBеpxнoсTи.
Ha pисyнке 7.I9 б.  ' .

Дaнo:

oпpеделить:
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Pасстoяние oT зaДaннoй Toчки Дo пoвrpxнoсTи Bpaщeния

Ha pисyнке 7 '2О...

flaнo:

oпpеделить:

Plиc.7.20
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8. ЛиHуIЙL ПЕ'PЕ С ЕЧЕнvlЯ tIoBЕ,Pхнo с TЕи
ГЕ ONIЕTPI4ЧЕ Cких TЕЛ : otlPЕtЕЛЕниЕ
ЛvftIvlЙ пш pЕ C Е ч Е}J.уtЯ П o B Е Pхн o C T Е Й

ГЕOMЕTPиЧЕCких TЕЛ. oБЩvШI AЛГOPиTIVI

Pезyльтaтoм Пrpесечeния ДByx ПoBеpxнoстей явлЯeTcЯ ЛИъl^ktЯ (лlании),
ToЧKи кoтopoй ПpИнaДЛе)кaT кa)кДoй из ПrpесекaЮщиxся ПoBеpxнoстей. Пo-
эToМy пoсТpoенI4e ЛИHkIИ пеpесеЧеНИЯ ДBУX ПoBеpхl{oстей П1 пП2 сBoдиTся
к нaхo)кДениIo oбщиx ToЧек' пpинaДЛежaщих кaк MHo)I(rсТBy' сoсTaBЛяIoще-
Мy ПoBеpхнoсTЬ П1, тaк и ДpyгoМy Мнo)кrсTBy ToЧек' BхoДящих B сoсTaB Пo-
BеpхнoсTиTI2.

Пopядoк (oбший aпгopиTM) пoстpoеHИЯ Лpl,ътИи пrpесечeНИЯ ДByx пoвеpХ-
нoстей:

1 .

2.

a
1

4 .
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oбщий €tJIгopиTM ПoсTporнИЯ ЛИНИИ Пrprсrчения | ПoBrpxнoстей двyx
гroМеTpическиx TеJI II1 иfI2 B сиМBoЛЬнoM Bи.це Мoяtнo зaПисaTЬ тaк

(pис.8 .1) :

[l: (Ll UL2U L3...U Ln)l; [Li: (Ri n П1) n (Ri n П2)]

Ri mi Li Ln ni

1-(L1U L2UL3... U Ln); Li-(Ri n II1)n (Ri n П2);

Pис.8.1

..i

-rt?

l'.t-"7
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Линии ПеpесeЧeния
слy.raй (pис. 8.2)

a) .i"

пoверхнoстей геorиетpических тrЛ. ЧaстньIй

Т i'' '

_t_

I
---@

I
I

I
I

-a-
_ljs_'

1
J

Pис.  8.2
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Линии Пеpесeчения IIoBеpхнoстей гeoмеTpиЧескиx тел. Oбщий слy.

чa й. MетoД Bсп oп,t oгаTeЛЬ }I ьIх ((секyщих>> ПoBеpхн oстeй

Ha pисyнке 8 .3  a . . .

fiano:

oпpеделить:

Ha pисyнке 8.3 б. . .

{aнo:

oпpеделить:

i1' 'Т-,S1' ' i  I 'T
i2"
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Pис. 8.3



Линии пересечения сooсньlх Пoверхнoстей Bpaщения

Ha pисyнке 8.4 (a) зaлaнЬI сooсt{ЬIе (oси, кoTopЬIx сoBПa.цaют) пoвеpхнo-

сTи BpaщеНИЯ. Taкие ПoBеPxrroсTи ПеpесекaloTся Пo oкpyжtloсти.

Ha pисyнке 8.4 б. . .

a)

Pис. 8.4

Линии ПepесеЧеtlия пoBеpхнoстей геoN|еTрических тел. MетoД Bспo-

MoгaTеЛьнЬlх (секУЩих>> сфер (с пoстоянньIM центpoм)

Зaдa.ry, ЗaДaннyЮ Нa pисyнке s.3 (б) и pисyнке 8.5, Мo)кнo pеlIIиTЬ

и ДpyГиМ МеTo.цoM - МеTo.цoM BсПoМoГaTеЛЬнЬIх ((сrкyщиx)) сфеp.
Пoвеpхнoсть сфеpьI B кaчесTBе (пoсpе.цникa)) Мox(tlo ПpиМениTЬ Пpи BЬI-

Пoлнении Tpеx услoвий:
1 .

2.

3.

iЦ''=iiк''

71,





Нa pисyнке 8.5. . .

laнo:

oпpеделить:

lля pеrшrr{иЯ ЗaДaЧИ' дaннoй rra pиcyl{ке 8.6, Мo)кнo ПpиМениTь тoЛЬкo
MеTot BсПoМoГaTеЛЬt{ЬIХ ((секyщиx> сфеp (с пoстoяtlt{ЬIМ центpoм).

Pис.8.б

Ha pисyнке 8.6 . . .

.{aнo:

R2"

oпpеделить;

7з



Линии Пеpесечения ДByх Пoвеpхнoстей Bpaщения' oписaннЬlх (впи.

сaнньlх) oкoЛo oДнoй сфеpьl

Tеopемa o ДвoйнoM ПpикoснoBeнии
Если ДBе ПoBrpxнoсTи BTopoгo ПopЯ.цкa иМеIоT ДBе ToЧкИ КacaшИЯ' To Ли-

ъ1ИЯ ИX ПеpесечеНИЯ pacПaДaeTcЯ нa .цBе ПЛoские кpиBЬIе BTopoгo Пopя.цкa'
пЛocкoсTи кoTopЬIХ ПpoxoДяT Чrpез ПpяМyЮ, сoе.циняtоЩУЮ Toчки Кaca}{ИЯ
(pис. 8.7).

ГI2 Cфеpa

74

Ti1''
l t '

/ ' l \
/ ' \

/

12"

П1

l

\i/
I
l t . . . . -
I

-l\
i12"'

li 1'
I

Pис. 8.7



Ha pисyнке 8.7.. '

fiaнo:

oпpеделить:

Tеoремa Moнжa

Еcли ДBе ПoBеpхнoсTи BTopoГo
tIoсTи BTopoгo пopяДкa иЛи BписaнЬI
ется нa .цBе ЛиFIии BTopoГo пopяДкa.
чеpез ПpЯМyto' сoе.ци}tя}oщyro Toчки

Pис .8 .8

ПopЯДкa oПисaнЬI oкoЛo тpеTЬrи пoBеpХ-
B IIеl, To Линия их ITеpесечения paспa.цa-
Плoскoсти ПoЛyчеHF{ЬIХ линиЙ ПpoхoДяT
tlеp ес ече I1|4Я ЛИHvlЙ кacaния.

il':12'

Ii1"'

i
А-Y
I

+ * + -
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, i l

б)

12',:

s1"

il:i \--y-1.- 
a

-lt

Pис. 8.9
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Ha pисyнкax 8.8,  8 .9. . .

laнo:

oпpеделить:

Линии Пeресечеtlия ПoBеpхнoстей геoмeTpиЧеских тел. MетoД BсПo.
гvloгaTеЛЬнЬIх (секУЩиx>> сфеp (с пеpеменнЬIги центpoм)

Любyro oкpy}кHoсTь Mo)кнo сЧиTaтЬ линиeЙ ПrprсеЧения сфеpьr
и пЛoскoсTи. oкpyжнoсTЬ Мo)кнo Taк)ке ПoЛyчиTЬ IIpи пеpесеЧении сфеpьr
и кoЛЬцеBoГo Topa Пpи yсЛoвии: Цеt{Tp сфеpьl paсПoЛoжен нa пеpПен.цикyляpе
n к ПЛoскoсTи Rj (i2 с Rj)' кoтopьtй кaсaеTcЯ кpиBoЛинейнoй oси Topa m
B Toчке o (pис.8.10).

Ha pисyнкaх 8 .10 ,  8 .1  1  . . .

Дaнo:

oпpеделить:

-/.-Т-..\
,//.  | 

.х.

t\

Pис. 8.10
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I
_ l

I

\
I

I

' i
i f  i
--4-

T

\i

Pис.  8.11
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9. PAЗBЕ,PTЬIBAIIиЕ ПOBЕPхHOCTЕЙ
ГЕoMЕTPиЧЕCкиx TЕЛ

9.1. РaзBерTЬIBaние Пoвеpxнoстeй МнoгofpaнникoB

Paзвеpткой нaзьtвaroт фигypy' ПoЛученнyЮ сoBМеЩениеМ пoBеpxнoсTи
ГеoMеTpиЧескoГo TеЛa с ПЛoскoсTью [1]. Если ПoBrpХHoсTЬ TеЛa (или ее vaсть)
Мo)кеT бьIть сoBмещrнa с i]ЛoскoсTЬIo без paзpьrBoв и скЛa.цoк' To Taкyro Пo-
BеpХнoсTЬ нaЗЬIBaIoT paЗBеpTЬIBarМoй [1]: <<К paзBrрTьlBarгиЬIM пoвеpхHo.
стяПr Мo)кнo oтнeсти линeйчaTьIе пoBеpхнoсти' в чaсTнoсти' те иЗ ниx'
кoтopЬIе иMеloт Пrpесекaющиeся (или ПapaЛЛeЛьньIе) сMe)I(нЬtе обpaзy.
ЮЦIиe Линии))

Пp, ПoсTpoении paЗBеpтoк МнoГoГpaнникoB ollpе.целяtoт нaтypaльньIй
(ltстинньrй) вид кaхсдoй Гpaни' исПoЛЬЗy Я paЗЛу7ч}lЬIе сПoсoбьl пpеoбpaзoвa-
ния Пpoекций (p".. 9.|,9'2). Bьrбop спoсoбoв пpеoбpaзoЁaния ЗaBИcИт oт Bи-

Дa МнoГoГpalrникa и еГo paсПoЛo)кeНИЯ oTtIoсиTеЛЬнo ПЛoскoстей пpoекций.
ИзвестньI [1] тpи спoсoбa ПoсTporнИЯ pLЗBepTки Пoвеpxнoстей мнoгo-

ГpaнHикoB:

1. спoсoб rropМaJlЬrroГo сечения;

2' спoсoб paскaTки;

з. спoсoб TpryгoльHикoB (тpиaнгyляции).
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BьlпoлниTЬ paзBrpTкy
ПoBrpхнoсТи пpи3МЬI с

oснoBaниrМ' Ле}I(aщиМ

B ПЛoскoсTи ypoBIIЯ

.Y

Pис .9 .1
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S"Al"=SA
S"Bl"=SB
S' 'C1' ' :SС

P*tc.9.2

9.2. РaзвеpTЬtBaнlrе кpиBЬIх ПoBерхHoсTей

КpивьIе ПoBepхHoсTи' кoTopЬIе ПoлнoсTЬto без paзpьIBoB и склaДoк Мo)(.
нo сoBМесTиTЬ с пЛoскoсTьto' нaЗЬIBaюT paзвеpTьIBaеMьlми. К эTиM ПoвеpХ-
t{oсTяМ oTtIoсяTся ToрсЬI (гroвеpxнoсTи' oбpaзoвaннЬIе ПpяМЬIМи ЛИHИЯ|{И' Кa.
сaTеЛЬнЬIМи к нaПpaBЛяtoщей ПpocTpaнственнoй кpивой), кoнические
И Ц|4Л|4HДpические ПoBеpХнoсти [ 1 ].

oстaльньlе линeйчaTЬIе и Bсе нелинейчaTьIе IIoBеpхнocTИ ЯBЛЯtoTсЯ FIе.
paЗBеpTЬIBaеМЬIМи.

A

B1





BoПPoCЬI Пo кУPсУ
(IIAЧЕ PTATЕЛЬIIAя гЕ oMЕ TPUIЯ>>

1. I-lентpaльнoе и ПapaJlЛеЛьt{oе ПpoеЦиpoBaние.

2. oснoвньIе свoйствa ПapzlлЛелЬнoГo ПpoеЦиpoBaHИЯ'

3. КoмплексньIй ЧеpTе)к (эпrop Мoнжa). Пpеoбpaзoвaние чеpTе)кa.

4. Пpямьrе Лv1lнИ14 и ПЛoскoсти oбщеГo и чaсTнoгo Пoлo)кениЯ Нa ЭПЮpе
Moнжa'

5. Bзaимнaя ПpиrraДЛе)tг{oсTЬ Toчек' ПpяМЬIx ltиний, плoскoстей.

6. Пеpесенeние .цByx i]pЯМЬIХ линиЙ, Пepесенение пpямoй ЛИъlИИ
и ПЛoскoсTи.

7, CлеДьI ПpяМьrx линий и Плoскoстей.

8. Bзaимнaя ПapzlЛЛеЛЬнoсTЬ ПpяМЬIХ линий и ПЛoскoстей.

9, Пpямaя ЛИI1l4Я, ПеpПеt{ДикyЛяpнaЯ к ПЛoскoсти.

10. СпoсoбьI пpеoбpaзoBaния пpoекций. Cпoсoб пеpеМеtlЬI ПлoскoсTей пpo-
екций. Cпoсoб ПЛoскoПapa.ПЛеЛЬнoГo ПrpеМеЩeНklЯ. Bpaщение BoкpyГ
ПpoециpytoщиХ ПpяМЬIХ лиgий. Bpaщение BoкpyГ ЛИlн'4pl, ypoBнЯ.

1 1. Мнoгoгpaнники. Линии ПеpесеЧе}tия MнoГoГpaнникoB ПЛoскoсTЬIo. Toч-
ки Пеpесечения МнoГoГpaнникoB с пpямoй линиeЙ'

|2. Пoстpoениe лиtlиЙ ПеpесечеНИЯ ДBУX МнoГoГpaнникoB.

13. Пoвеpхнoсти. Клaссификaция. oшpедеЛиTеЛЬ ПoBеpхнoсти. ГеoмеTpиче-
QкaЯ И aЛгopиTМиЧескaя ЧaсTи oПpеДеЛиTrЛя пoBеpxнoсTи.

|4' КltнемaтиЧеские и кapкaснЬIе сПoсoбьl зaДaниЯ ПoBеpХнoстей.

15. opтoгoнaЛЬнЬIе Пpoекции ПoBеpxнoстей. ovеpк ПoBеpxHoсTи.

16. ПовеpxнoсTи BpaщеНИЯ BTopoгo ПopЯДкa.

17 . ЛинeitчaTьIе ПoBеpxнoсTи. КoническИe И ЦИЛИнДpические пoBrpХнoсTи.

18. HелинейЧaTЬIе ПoBrpхнoсти. Cфepa' Topoвaя ПoBеpХнoсTЬ.
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l9. Пpименеrrие кapкaснЬIх линиЙ.цЛя pешеНИЯ ЗaДaч нa ПoвеpХнoсTи Геo-
МеTpических TеЛ.

2О, oпpеделение ToЧек Пеpесечения ПpяМoЙ линии с пoBеpх}loсTЬIo.

2|. Cпoсoбьr ПoсTpoеirия литlиil ПеpесеЧeниЯ Пoвеpхнoстей. Чaстньtе и oб-
щие сПoсoбьI pеrпения. Cпoсoб вспoМoГaTеЛЬнЬIх ПoBеpxнoстей.

22. Пoстpoениe лиуlиЙ Пеprсечения Пoвеpxнoстей. HopмaлЬ и кaсaTеЛЬнaЯ
ПpяМaя ЛИНИЯ к tloBеpxнoсTи.

2з ' ПлoскoстЬ, кaсaTеЛЬнaЯ к ПoвеpxнoсTи B Зa.цaннoй тoчке (пoстpoение
кaсaTеЛЬнoй плoскoсTи к пoBеpХнoсTи B ЗaДaннoй тovке).

24. PaзвеpтьIBaниr ПoBеpxl{oстей геoмеTpическиx TеЛ.
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