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Аннотация. В работе рассмотрен класс нелинейных дифференциальных уравнений третьего
порядка с полиномиальной правой частью шестой степени. Доказана теорема существования
и единственности решения в области аналитичности. Построено аналитическое приближенное
решение. Предложен вариант оптимизации априорных оценок с помощью апостериорных.
Проведен численный эксперимент.

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, область аналитичности, апри-
орные оценки, аналитическое приближенное решение, подвижная особая точка.

DOI: 10.37972/chgpu.2020.43.1.005

УДК: 517.95:515.172.22

Введение. Отметим некоторые публикации, которые подтверждают наличие при-
кладного характера нелинейных дифференциальных уравнений в механике вязкой
несжимаемой жидкости [1, 2] и описания автомодельного решения уравнения погра-
ничного слоя для функции тока с нулевым градиентом давления (плоскопараллельное
течение в слое смешения) [3, 4], в области устойчивости установившегося свободного
падения авторотирующего тяжелого тела в сопротивляющейся среде [5]. В работах
[6]–[7] даются приложения нелинейных дифференциальных уравнения различных по-
рядков в решении задач физики и строительной механики. В [8]–[9] рассматриваются
строительные конструкции консольного типа. В работе [16] рассматривается задача
для конструкций из эластичной балки, математическая модель, которая представля-
ется неявным дифференциальным уравнением (1) с краевыми условиями (2):

u′′′(t) + f(t, u(t)) = 0, (1)

0 6 t 6 1, u(0) = u′(0) = u′(1) = 0. (2)
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В случае, если указанная функция f(t, u(t)) уравнения (1) является линейной от-
носительно искомой функции, тогда трудностей в решении не возникает, т.к. имеется
возможность использовать классический метод решения поставленной задачи. Если
неявная функция оказывается нелинейной относительно искомой функции, тогда для
решения указанной задачи в работе [7] применяемый метод верхних и нижних границ
не может быть реализован, так как вызывает ряд вопросов: 1) какова связь между
методом верхних и нижних границ с подвижными особыми точками? 2) гарантирует
ли метод верхних и нижних границ отсутствие подвижных особых точек? 3) предло-
женный в работе [7] метод дает лишь доказательство факта существования решения
задачи (1)–(2) без указания области.

В настоящей работе предлагается другой вариант решения уравнения (1) в обла-
сти аналитичности, являющийся модификацией классической теоремы Коши. Пред-
лагаемая технология позволяет доказать не только существование и единственность
решения, а также получить область, где работает эта теорема, и построить струк-
туру аналитического приближенного решения рассматриваемой задачи. Указанная
технология успешно применяется для ряда нелинейных дифференциальных уравне-
ний в работах [10]–[11]. В настоящей работе дано развитие указанного метода для
рассматриваемого класса нелинейного дифференциального уравнения, а также осу-
ществляется построение приближенного решения в области аналитичности, получены
априорные оценки погрешности.
Результаты исследования и их обсуждение. Рассмотрим нелинейное диффе-

ренциальное уравнение

y′′′ = a0(x)y6 + a1(x)y5 + a2(x)y4 + a3(x)y3 + a4(x)y2 + a5(x)y1 + a6(x), (3)

которое с помощью замены переменной

y =
6

√
1

A
z(x)− a1

6a0
(4)

приводится к нормальной форме

z′′′ = z6 + r(x), (5)

при условиях
A = const 6= 0,

a2(x) = 0, a3(x) = 0, a4(x) = 0, a5(x) = 0, r(x) = − 5a6
1

66a5
0

+ a6.
(6)

Рассмотрим задачу Коши
y′′′ = y6 + r(x), (7)

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, y′′(x0) = y2. (8)

Теорема 1. Пусть
1) r(x) ∈ C∞ в области |x− x0| < ρ1, 0 < ρ1 = const;

2) ∃Mn :
|rn(x0)|
n!

6Mn, Mn = const, n = 0, 1, 2, ... . (9)
Тогда существует единственное решение задачи Коши (7)–(8) в виде

y(x) =

∞∑
0

Cn(x− x0)n, (10)
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в области |x− x0| < ρ2, где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)5

}
, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

rn(x0)

n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. На основании условий теоремы следует

r(x) =

∞∑
0

Bn(x− x0)n. (11)

Подставляем (10), (11) в (7) и получаем:
∞∑
0

Cnn(n− 1)(n− 2)(x− x0)n−3 =

∞∑
0

C∗∗∗n (x− x0)n +

∞∑
0

Bn(x− x0)n, (12)

∞∑
0

C∗n =

n∑
0

CiCn−i,

∞∑
0

C∗∗n =

n∑
0

C∗i C
∗
n−i,

∞∑
0

C∗∗∗n =

∞∑
0

C∗i

∞∑
0

C∗∗n−i,

где n = 0, 1, 2, ... . Из соотношения (12) следует рекуррентное выражение для одно-
значного определения коэффициентов Cn:

Cn(n(n− 1)(n− 2)) = C∗∗∗n−3 +Bn−3, (13)

C3 =
1

6
(C6

0 +B0), C4 =
1

24
(C6

0 +B0), C5 =
1

60
(15C4

0C
2
1 + 6C5

0C2 +B2),

C6 =
1

120
(30C4

0C1C2 + 18C3
0C

3
1 + 6C5

0C3 +B3) 6
1

2
(M + 1)6, ... ,

C0, C1, C2 — из начальных условий. Выражения получены с помощью программного
комплекса MAPLE. На основе полученных выражений для коэффициентов строим
гипотезу оценок этих коэффициентов Cn:

|C3k| 6
(M + 1)5k+1

3k(3k − 1)(3k − 2)
, |C3k+1| 6

(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k − 1)
,

|C3k+2| 6
(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)
.

Проиллюстрируем доказательство оценок в случае n = 3k:

|C3k+3| 6
(M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
. (14)

Из (13) следует

|Cn+1| =
∣∣∣∣ C∗∗∗n−2 +Bn−2

n(n+ 1)(n− 1)

∣∣∣∣ ⇒ |C3k+3| =
∣∣∣∣ C∗∗∗3k−2 +B3k−2

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

(
3k+1∑
i=0

C∗∗3k+1−iC
∗
i +B3k−2

)∣∣∣∣∣ =

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

3k+1−i∑
j=0

C∗3k+1−i−jC
∗
j

C∗i +B3k−2

∣∣∣∣∣∣ =
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=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

3k+1−i∑
j=0

(
3k+1−i−j∑

l=0

C3k+1−i−j−lCl

)
C∗j

C∗i +B3k−2

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
×

×

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

3k+1−i∑
j=0

(
3k+1−i−j∑

l=0

C3k+1−i−j−lCl

(
l−j∑
l=1

ClCj−l

))
i∑

m=1

CmCi−m

+B3k−2

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
×

×

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

3k+1−i∑
j=0

(
3k+1−i−j∑

l=0

(M + 1)5k+1−i−j−l

(3k + 1)3k(3k − 1)

(M + 1)l

l∗(l − 1)∗(l − 2)∗

)
(M + 1)j

j∗(j − 1)∗(j − 2)∗

 ×
×

i∑
m=0

Ci−mCm +B3m−2

∣∣∣∣∣ 6 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

3k+1−i∑
j=0

(
(M + 1)5k+1−i

1
×

×
3k+1−i−j∑

l=0

1

(3k+1−i−j−l)∗(3k+1−i−j−l−1)∗(3k+1−i−j−l−2)∗l∗(l−1)∗(l−2)∗

)
×

× 1

j∗(j − 1)∗(j − 2)∗

 i∑
m=0

Ci−mCm +B3m−2

∣∣∣∣∣∣ 6 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
×

×

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

3k+1−i∑
j=0

(M + 1)5k+1−i−j

1

3k + 1− i− j + 1

(3k+1−i−j)∗(3k+1−i−j−1)∗(3k+1−i−j−2)∗2
×

× (M + 1)j

j∗(j − 1)∗(j − 2)∗

 i∑
m=0

Ci−mCm +B3m−2

∣∣∣∣∣∣ 6 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
×

×

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

(M + 1)5k+1−i
3k+1−i∑
j=0

1

(3k+1−i−j−1)∗(3k+1−i−j−1)∗j∗(j−1)∗(j−2)∗

×
×

i∑
k=0

Ci−kCk +B3k−2

∣∣∣∣∣∣ 6 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
×

×

∣∣∣∣∣
(

3k+1∑
i=0

(M + 1)5k+1−i 3k + 1− i+ 1

(3k + 1− i)(3k + 1− i− 2)2

)
i∑

k=0

Ci−kCk +B3k−2

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
×

×

∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

(M+1)5k+1−i

3k + 1− i

(
i∑

k=0

(M + 1)k(M + 1)i−k+1

k∗(k−1)∗(k−2)∗(i−k)(i−k−1)(i−k−2)(i−2)

)
+B3k−2

∣∣∣∣∣ 6
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6
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣
3k+1∑
i=0

(M + 1)5k+2

(3k + 1− i− 2)∗(i− 1)∗(i− 2)∗
+B3k−2

∣∣∣∣∣ 6
6

(M + 1)5k+2

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
+M 6

(M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
,

где

i∗ =

{
1, i = 0,
i, i = 1, 2, 3, ... ,

(i− 1)∗ =

{
1, i = 1,
(i− 1), i = 0, 2, 3, ... ,

l∗ =

{
1, l = 0,
l, l = 1, 2, 3, ... ,

(l − 1)∗ =

{
1, l = 1,
(l − 1), l = 0, 2, 3, ... ,

k∗ =

{
1, k = 0,
k, k = 1, 2, 3, ... ,

(k − 1)∗ =

{
1, k = 1,
(k − 1), k = 0, 2, 3, ... ,

j∗ =

{
1, j = 0,
j, j = 1, 2, 3, ... ,

(j − 1)∗ =

{
1, j = 1,
(j − 1), j = 0, 2, 3, ... ,

(3k + 1− i− j − l)∗ =

{
1, l = 3k + 1− i− j,
3k + 1− i− j − l, l 6= 3k + 1− i− j,

(3k + 1− i− 2)∗ =

{
1, i = 3k + 1,
3k + 1− i− 2, i 6= 3k + 1,

(3k + 1− i− l − 1)∗ =

{
1, l = 3k − i− j,
3k + 1− i− j − l − 1, l 6= 3k − i− j,

(3k + 1− i− l − 2)∗ =

{
1, l = 3k + 1− i− j,
3k + 1− i− j − l − 2, l 6= 3k + 1− i− j,

(3k + 1− i− j)∗ =

{
1, j = 3k + 1− i,
3k + 1− i− j, j 6= 3k + 1− i,

(3k + 1− i− j − 1)∗ =

{
1, j = 3k − i,
3k + 1− i− j − 1, j 6= 3k − i,

(3k + 1− i− j − 2)∗ =

{
1, j = 3k + 1− i,
3k + 1− i− j − 2, j 6= 3k + 1− i.

Аналогично доказываем оценки для вариантов n = 3k + 1, n = 3k + 2.
Рассмотрим мажорирующий ряд для ряда (13):
∞∑
0

Vn(x−x0)n =

∞∑
k=1

V3k(x−x0)3k +

∞∑
k=1

V3k+1(x−x0)3k+1 +

∞∑
k=1

V3k+2(x−x0)3k+2. (15)

Для каждого ряда правой части соотношения (15) получаем область сходимости и
выражение |x − x0| 6 1/ 3

√
(M + 1)5. Окончательно для ряда (10) получаем область

сходимости, где ρ2 = min{ρ1, 1/
3
√

(M + 1)5}. �

Доказанная теорема 1 позволяет построить аналитическое приближенное решение

yN (x) =

N∑
0

Cn(x− x0)n. (16)
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Теорема 2. Пусть выполняются пункты 1 и 2 теоремы 1, тогда для аналитиче-
ского приближенного решения (16) задачи (7)–(8) в области |x−x0| < ρ2 справедлива
оценка погрешности

∆yN (x) 6
M(M + 1)

5(N+1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|x− x0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
в случае N + 1 = 3k,

∆yN (x) 6
M(M + 1)

5N
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)(N − 2)
+

|x− x0|
N(N − 1)(N + 1)

+
|x− x0|2

N(N + 1)(N + 2)

)
в случае N + 1 = 3k + 1, а для варианта N + 1 = 3k + 2 оценка имеет вид

∆yN (x) 6
M(M + 1)

5(N−1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

(N − 1)(N − 2)(N − 3)
+

|x− x0|
N(N − 1)(N − 2)

+
|x− x0|2

N(N − 1)(N + 1)

)
,

где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)5

}
, 0 < ρ2 = const,

M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

|r(n)(x0)|
n!

}
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. Докажем теорему для случаяN+1 = 3k. Применяя классический
подход, с учетом оценок для Cn имеем:

∆yN (x) = |y(x)− yN (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

Cn(x− x0)n

∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C3k(x− x0)3k

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C3k+1(x− x0)3k+1

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C3k+2(x− x0)3k+2

∣∣∣∣∣ 6
6
∞∑
N+1

(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k − 2)
|x− x0|3k +

∞∑
N+1

(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k + 1)
|x− x0|3k+1+

+

∞∑
N+1

(M + 1)5k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|x− x0|3k+2 6

6
(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k − 2)
|x− x0|3k

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)5k|x− x0|3k) +

+
(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k + 1)
|x− x0|3k+1

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)5k|x− x0|3k) +
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+
(M + 1)5k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|x− x0|3k+2

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)5k|x− x0|3k) =

=
(M + 1)5k

1−M(M + 1)|x− x0|3k
|x− x0|3k×

×
(

1

3k(3k − 1)(3k − 2)
+

|x− x0|
3k(3k − 1)(3k + 1)

+
|x− x0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

)
=

=
(M + 1)

5(N+1)
3 |x− x0|N+1

1−M(M + 1)|x− x0|3
×

×
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|x− x0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|x− x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
при N = 3. Аналогичным образом получаем структуры оценок для вариантов N+1 =
= 3k + 1, N + 1 = 3k + 2 в области |x− x0| < ρ2, где

ρ2 = min

{
ρ1,

1
3
√

(M + 1)5

}
, M = max

{
|y0|, |y1|, |y2|, sup

|r(n)(x0)|
n!

}
,

n = 0, 1, 2, ... . �

Пример. Рассмотрим задачу Коши (7)–(8), x0 = 0, y(x0) = y0 = 0,5, y′(x0) = y1 =
= 1, y′′(x0) = y2 = 1, r(x) = 0. По исходным данным M = 1, в структуре прибли-
женного решения N = 5, радиус ρ2 = 0,50876, x1 = 1,4; x1 ∈ |x − x0| < ρ2. Числовые
характеристики аналитического приближенного решения рассматриваемого примера
представлены в табл. 1, где y5(x1) — приближенное решение; ∆y5(x1) — апостериор-
ная оценка; ∆1 — априорная оценка. Для ∆1 = 0,005 по теореме 2 определяем N = 16.

x1 y5(x1) ∆y5(x1) ∆1

1,4 0,980 0,069895 0,005

Таблица 1. Числовые характеристики аналитического приближенного решения

Слагаемые сN = 6 по 16 в общей сумме не превышают требуемой точности ε = 5·10−3,
следовательно, приближенное решение y5(x1) имеет погрешность ε = 0,005.
Заключение. В настоящей работе дается развитие метода аналитического при-

ближенного решения для рассматриваемого класса нелинейных дифференциальных
уравнений. Проведенный численный эксперимент подтверждает теоретические ре-
зультаты. Апостериорная оценка погрешности аналитического приближенного реше-
ния позволяет оптимизировать априорную оценку погрешности.
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V. N.Orlov, R. V.Razakova

AN APPROXIMATE SOLUTION OF THE ONE CLASS THIRD ORDER
NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION IN THE ANALYTICITY DOMAIN

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. There is a class of third-order nonlinear differential equations with polynomial right
part of the sixth degree considered in the paper. The existence and uniqueness theorem of a solution
in the domain of analyticity is proved by authors. There is an analytical approximate solution which
was constructed by V. Orlov and R. Razakova. A variant of optimization of a priori estimates using
posterior ones is proposed by authors. A numerical experiment is carried out too.
Keywords: nonlinear differential equation, domain of analytic, a priori estimates, approximate
analytical solution, moving singular point.
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